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Vorwort

Der vorliegende Band ist ein Lehr- und Arbeitsbuch zum Thema ,,Beschreibung von Abbildun-
gen mit Matrizen" flr die technischen Gymnasien (TG).

Es richtet sich exakt nach dem aktuellen Bildungsplan von 2021 fir die beruflichen Gymna-
sien (eA) in Baden-Wirttemberg.

Dabei beriicksichtigt das Autorenteam sowohl die im Lehrplan geforderten inhalts- als auch
die prozessbezogenen Kompetenzen (modellieren, Werkzeuge und mathematische Darstellun-
gen nutzen, kommunizieren, innermathematische Probleme I6sen, Umgang mit formalen und
symbolischen Elementen, argumentieren).

Von den Autoren wurde bewusst darauf geachtet, dass die im Bildungsplan aufgefiihrten
Kompetenzen und Zielformulierungen inhaltlich vollstandig und umfassend thematisiert
werden. Dabei bleibt den Lehrkraften gentigend didaktischer Freiraum, eigene Schwerpunkte
zu setzen.

Hinweise und Anregungen, die zur Verbesserung beitragen, werden dankbar aufgegriffen.

Die Verfasser
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Beschreibung von Abbildungen
mit Matrizen

Elementare Abbildungen wie Verschiebungen, Spiegelungen, Streckungen und Drehungen
konnen elementargeometrisch aber auch mit Vektoren und Matrizen behandelt werden.
Affine Abbildungen sind von grofer Bedeutung in der Physik, Informatik und beim techni-
schen Zeichnen.

Z.B. kénnen elementare Abbildungen bei der Lagedanderung des Grundrisses eines Hauses
nitzlich sein.

Qualifikationen & Kompetenzen

e Elementare Abbildungen in der Ebene
untersuchen und durchfiihren

e Affine Abbildungen mit Gleichungen und Matrizen be-
schreiben

e Verkettung von affinen Abbildungen bilden und
untersuchen



Beispiel 1

Grundriss eines Hauses Abbildungen
X ] Veranderung der Lage des Grundrisses (1)

@) - i
0 \‘ durch Verschiebung (2),
/é\\ - durch Drehung (3),

— durch Drehung und Verschiebung (4).
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Beispiel 2

Farn Wiederholungen (,,Fraktale)

Viele Naturobjekte sind dahnlich, d. h. ihre Struk-
tur wiederholt sich in verschiedenen Grofen.

Z. B. lasst sich ein Farn mithilfe von

vier affinen Abbildungen zeichnen.




8 Beschreibung von Abbildungen mit Matrizen

1 Elementare Abbildungen in der Ebene

Verschiebung

Beispiel 1

< Die drei Punkte A(=4 | 1), B(1]2) und C(-=1] 3) sollen um 3 in x;-Richtung und um — 2
in x>-Richtung verschoben werden.

a) Zeichnen Sie die drei Punkte A, B und C und ihre Bildpunkte in ein Koordinatensystem
ein.

b) Beschreiben Sie durch Gleichungen, wie sich die Bildkoordinaten x;" und x,’ berechnen
lassen.

c) Geben Sie die Bildpunkte von O(0|0), E4«(1 | 0) und E»(O | 1) an.

Lésung X2

a) Zeichnung

b) A(=4|1)=AX|x2)
A1 =1 = AKX | x2)
Abbildungsgleichungen

X©' =% +3
o A A 123 4 5%
X2 =X -2 P
. N
c) Bildpunkte -

03 |-2), E{(4]-2),E/3| -1

Hinweis: Das Dreieck A'B'C’ entsteht aus dem Dreieck ABC durch Verschiebung mit

dem Verschiebungsvektor C= (_32)

Der Punkt P(x; | x2) wird um ¢y in x;-Richtung und um c; in x,-Richtung auf den Bildpunkt
P'(x{" | x2") verschoben.

Abbildungsgleichungen: X7 =X+ ¢
X' =X+ ¢
Mit Vektoren: ?’=(X‘,,)= x1+c1)=(x1)+(c1):)—(>+g
X2 X +Cp X2 G

. . (1 0). 2 (X +=(1 O)x1 +=(1 O).—> =
M|tderMatr|x(0 1). X (X2)+c 0 1()(2)+c 0 1) X+C

. > >, 1 0\ » -
Verschiebung um c: X =(O 1) X+ C



Elementare Abbildungen in der Ebene

Beispiel 2

< Der Punkt A(4 | 3) wird durch Verschiebung auf den Bildpunkt A'(- 5 | 6) abgebildet.
Geben Sie den Verschiebungsvektor und die Abbildungsgleichungen an.

Lésung
Gleichung: X'=X+¢

2 _=p D

c=x"-X
. >, _[-5 > _[4). > _(=5\_(4\_(-9
M'tx'(e)“”dx'(:s)' C'(e) (3)'(3)
Abbildungsgleichungen: X' =%x1-9

X2 ' =X+ 3

Spiegelung an den Koordinatenachsen

Beispiel

2 Gegeben sind die Punkte A(1| 1), B(4 | 0) und C(2 | 3).
a) Spiegeln Sie das Dreieck ABC an der x;-Achse und geben Sie die
Abbildungsgleichungen an.
Ermitteln Sie Punkte, die auf sich abgebildet werden (Fixpunkte).
b) Spiegeln Sie das Dreieck ABC an der x>-Achse und geben Sie die
Abbildungsgleichungen an.
Bestimmen Sie die Bildpunkte von O(0|0), E;(1| 0) und E(O | 1).

Lésung

a) Spiegelung an der x;-Achse.
A1) = Al | x2)
AQ| =1 =AM | x2)
Abbildungsgleichungen
X1 = Xy 4 -8B -2 A
X2' ==X
Fixpunkte
Z.B:B(4]0); P(1]0); Pa(-210) -41
Alle Punkte auf der xy-Achse
sind Fixpunkte.

X2

—_ N W

b) Spiegelung an der x,-Achse. 4
A1) = A | x2) T
A=11) = A | x2)
Abbildungsgleichungen

0=

X ==X
X2 = X2
Bildpunkte

0(0]0), E{(-1] 0, EO | 1) 41
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Der Punkt P(x; | x) wird durch Spiegelung an der x;-Achse auf den Punkt P'(x;" | x2")

abgebildet.
Abbildungsgleichungen: X7 = Xy
X2 ==Xz
q . (1 0). 2 _ (X X \_(1 O\/xq\_(1 O).=2
Mit der Matrix (0 _1). X' = (Xz’) = (_ Xz) = (O _1) (Xz) = (0 _1) X
Der Punkt P(xy | x2) wird durch Spiegelung an der xx-Achse auf den Punkt P'(xy | x2)
abgebildet.
Abbildungsgleichungen: X! ==X
X2' =Xz
. . (=1 0). 2 _ (X=X _ (=1 0\/xq\_(=10)\.2>
MltderMatrlx(O 1). X _(Xz’)_( XZ)—(O 1)()(2)-(0 1) X
Spiegelung an der xy-Achse: X'= ((1) 91) X
. . >,_(-10\ >
Spiegelung an der x,-Achse: X' = ( 0 1 ) X
Aufgaben
1 Geben Sie eine Matrixdarstellung der folgenden Abbildung an.
a) Verschiebung (g) b) Verschiebung um 3 nach links und 2 nach unten.
2 Gegeben ist das Dreieck mit den Eckpunkten A(O | 0), B(2 | 1) und C(-1] 2).
a) Verschieben Sie das Dreieck um 4 in x;-Richtung und um - 2 in x,-Richtung.
Geben Sie die Abbildungsgleichungen und die Koordinaten der Bildpunkte A’, B’ und C’ an.
b) Verschieben Sie die Punkte A’, B’und C’' mit den Abbildungsgleichungen x;' = x; =1 und
X' = X2 — 3. Bestimmen Sie die Koordinaten der Bildpunkte A”, B” und C".
Welche Verschiebung bildet das Dreieck ABC direkt auf das Dreieck A"B"C" ab?
c) Spiegeln Sie das Dreieck ABC an der x>-Achse.
3 Eine Verschiebung bildet das Dreieck ABC mit A(3 | 0), B(O | 1) und C(2 | - 3) auf das
Dreieck mit dem Eckpunkt A’(4 | 3) ab.
Bestimmen Sie die Abbildungsgleichungen und geben Sie die Bildpunkte B’ und C’ an.
4 Eine Gerade durch die Punkte A(O | 2), B(- 2 | 5) wird an der x;-Achse gespiegelt.

Ermitteln Sie die Abbildungsgleichungen und die Koordinaten der Bildpunkte A" und B'.
Bestimmen Sie den Fixpunkt der Abbildung.
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2 Von der elementaren zur affinen Abbildung

Festlegung einer affinen Abbildung
Bisher wurden nur elementare Abbildungen behandelt.

Im Folgenden wird der Abbildungsbegriff verallgemeinert und erweitert.

Abbildungsgleichung einer Verschiebung: ‘X +¢C

=<4y
1l
—_—
—

i)

Abbildungsgleichung einer Drehung: X' = (cos(@) - Sm(“p)) X

sin(p) cos(yp)

Abbildungsgleichung allgemein: X'=A-X+¢C

> >

Eine affine Abbildung o kann durch die Gleichung X'=A-X +C beschrieben werden.

Schreibweise: X' = u&)) =A-X + I

Hinweis: Verschiebungen, Spiegelungen, Streckungen (k # 0) und Drehungen sind
affine Abbildungen.

Beispiel 1

< Gegeben ist die affine Abbildung mit X’ = (_23 _11) X+ (;)
a) Geben Sie die Bildpunkte von A(O | 3) und B(2 | — 4) an.

b) Bestimmen Sie die Bildpunkte von O(0|0), E4(1| O) und Ex(O | 1).

Lésung
) Bildpunkt von A %=(5 56+ G)=(5)+ )= (3)
A4 | -1)
P23 (2] (2)=(3)+ ()=[3)
B(1| 0)
b) Bildpunkte von O, E;und Ej: 0'(]2), B/ |- und Ex'(2 | 1)
Beispiel 2
< Geben ist fiir eine beliebige affine Abbildung die Bildpunkte von
0(0]0), (1| 0) und Ex(0 | 1) an.
Lésung
Bildpunkt von 00[0):  X'=|? 2)(8)+(§;)=(§;) 0’y c2)
Bildpunkt von Ex1 10 X'= (2 5]+ 1)+ ()= (2)+(8)=(27) Efarcilc+cd
Bildpunkt von E20 D %1=(2 B)-(7) ()= (3)+ (2] = (278} Edbreild+ e
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3 Verkettung von affinen Abbildungen

In diesem Kapitel werden mehrere affine Abbildungen hintereinander ausgefiihrt.
Diese Hintereinanderausfiihrung nennt man Verkettung.

Spiegelung und Verschiebung

Beispiel 1

2 Gegeben sind die Punkte A(- 3| 2), B(~1|1) und C(- 2 | 4).
Das Dreieck ABC wird an der x>-Achse gespiegelt und anschliefend um 3 in
x-Richtung verschoben.

a) Fertigen Sie eine Zeichnung an.

b) Geben Sie eine Abbildungsgleichung fiir diese Hintereinanderausfihrung an.
Berechnen Sie den Bildpunkt von B.

c) Der Punkt B(=1]1) wird um 3 in x;-Richtung verschoben und anschliefend an
der xo-Achse gespiegelt. Spielt die Reihenfolge der Abbildungen eine Rolle?
Nehmen Sie Stellung.

Lésung AX;

a) Dreieck ABC (1) C > I
Dreieck (1) nach der Spiegelung ergibt /\ 4
Dreieck (2). 3
Dreieck (2) nach der Verschiebung 2

ergibt Dreieck (3).

AQQ 1 A

B B
4 3 2 - 1 2 3 4 5 6K
=
b) Spiegelung an der x>-Achse: 7(”=(E)1 ?)?
Verschiebung um 3 in x;-Richtung: X" =X+ (g)
. . . . >,_[-10 = 3
Hintereinanderausfiihrung: X _(O 1) X +(0)
. . o S0, >,_(-10 2 3
Abbildungsgleichung mit x": X' = (O 1 ) X + (0)

Bildpunkt von B(= 1| 1):

c) Spiegelung und Verschiebung:
Verschiebung und Spiegelung:
Die Reihenfolge ist von Bedeutung.

x=(5 37+ (a)=()+(6)=L3)
B'(4]1)

B'(41]1)
B(-1]1);B*2|1); B(-2]|1)

Bemerkung: Die Hintereinanderausfiihrung von affinen Abbildungen ist nicht

kommutativ.
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Beispiel 2

< Die Punkte A3 | 1), B(6 | 1) und C(4 | 2) sind die Eckpunkte eines Dreiecks.
Dieses Dreieck wird an der Ursprungsgeraden g mit dem Steigungswinkel ¢ = 30°

gespiegelt.
a) Fertigen Sie eine Zeichnung an.
b) Bestimmen Sie eine Abbildungsgleichung.

Lésung
a) Spiegelung des Dreiecks (1) an
der Geraden g.

b) Die Spiegelung des Dreiecks (1) an der
Geraden g kann auf elementare
Abbildungen zurlickgefiihrt werden.

Drehung des Dreiecks (1) am Ursprung
um o* == 30° (zur x-Achse) ergibt (2).
Spiegelung von (2) an der x-Achse
ergibt (3).

Drehung von (3) am Ursprung um ¢ = 30°
ergibt (4).

Drehung um * = — 30°:

Spiegelung an der x;-Achse:

Drehung um ¢ = 30°:

Abbildungsgleichung mit X"

X
5 8
4 g
2 MNETAC
1 Am
B
2 = - 12 3 45 6X
—2
X2
5 B’
4 g
3 g
2
1

el
e B

—2—_1 1 2 WX]
~2

_)

(cos(—30°) - sin(=30°)
sin(=30°) cos(=30°)
(o 5V3 05 ) 2

-05 053

o)"

) (osf 0.5 )_»

-05 053
?N=(oy5\/§ 05 )'—)
05 -05V3
2= (cos(30°) -sin(30°)\ =
sin(30°) cos(30°)

2= (0,55 -05 )_(o,s@ 05 ).e
05 053 -0,5V3
3= ( 05 0,5\/§).§>
053 -05



Verkettung von affinen Abbildungen

Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1
a)

b)

a)
b)

a)
b)

Gegeben ist das Dreieck mit den Eckpunkten A(O | 0), B(3 | 2) und C(=1] 3).
Spiegeln Sie das Dreieck ABC an der x>-Achse.

Verschieben Sie das Dreieck um 3 in x;-Richtung und um - 2 in x,-Richtung.
Geben Sie die Abbildungsgleichung und die Koordinaten der Bildpunkte A’, B' und C" an.

X2

€
Eine affine Abbildung bildet das Dreieck ABC 2 v-B
CI
auf das Dreieck A’'B'C" ab. Geben Sie die Abbildung

und deren Abbildungsgleichung an. 4 \3 =2+ 1 2 3 44X

Gegeben ist das Viereck mit den Eckpunkten A(1| 0), B(3 | 1), C(3 | 2) und D | 2).
Strecken Sie das Viereck ABCD am Ursprung mit Faktor k =1,5.
Geben Sie die Abbildungsgleichungen an.

Eine affine Abbildung bildet die Punkte A(1| 1), B(3 | 0) und C(2 | 3) auf die Punkte
A5 | 2), B4 | - 3) und C'(12 | 2) ab.

Bestimmen Sie die Abbildungsgleichung in Matrixform.

Eine affine Abbildung ist gegeben durch X' = (? :) X+ (_23)

Bestimmen Sie die Gleichung der Bildgeraden g’ von g mit X = (;) +r (_13); reR.
Ermitteln Sie die Umkehrabbildung.

Geben Sie die Matrixdarstellung der affinen Abbildung an.
Spiegelung an der Geraden g: x; = — 4.
Drehung um den Punkt P(3 | 2) mit dem Winkel ¢ = 20°.

Es wird eine Drehung am Ursprung mit Winkel ¢ = 60° und anschliefend eine Streckung
am Ursprung mit Faktor k = 3 ausgefihrt.

Geben Sie die Abbildungsgleichung dieser verketteten Abbildung an.

Ermitteln Sie den Bildpunkt von A3 | = 7).





