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4.2	 Wirtschaftliche Zusammenhänge

Die Gesamtkosten K für eine Produktion  
setzen sich aus Fixkosten und variablen 
Kosten zusammen. Fixkosten ​​K​ f​​​ sind 
Kosten, die unabhängig von der Produk
tionsmenge x anfallen, z. B. für Miete, 
Grundsteuern, Versicherungen etc.  
Da die Fixkosten ​​K​ f​​​ auch bei einer 
Ausbringungsmenge von  x = 0  anfallen, 
stellen sie den positiven Ordinatenab-
schnitt dar, d. h. das Absolutglied der Gesamtkostenfunktion ​K​, und bewirken damit 
eine Verschiebung des Graphen der Gesamtkostenfunktion entlang der Ordinatenach-
se. Die variablen Gesamtkosten ​​K​ v​​​ sind die Kosten, die von der Produktionsmenge x 
abhängen und dazu führen, dass eine Gesamtkostenfunktion immer monoton 
steigend verläuft. 

Die s-förmige oder ertragsgesetzliche 
Kostenkurve zeigt ebenfalls die Gesamt-
kosten eines Betriebes in Abhängigkeit 
von der Ausbringungsmenge ​x​. Bei 
steigender Ausbringungsmenge nehmen 
die Gesamtkosten ​K​ bis zur Kapazitäts-
grenze ​​x​ Kap​​​ des Unternehmens unter-
schiedlich stark zu. Dadurch spiegelt der 
Kurvenverlauf eine größere Realitäts
nähe wider, da die Gesamtkosten bei 
unterschiedlichen Produktionsmengen 
auch unterschiedlich stark steigen.  
Die s-förmige Gesamtkostenkurve ist der 
Graph einer ganzrationalen Funktion 3. Grades:  ​K ​(x)​ = a ​x​​ 3​ + b ​x​​ 2​ + c x + d​  mit   
​a, c, d > 0​  und  ​b < 0​ .
Bis zur Wendestelle1 (​​x​ W​​​) steigt der Graph der Gesamtkostenfunktion degressiv2, von 
der Wendestelle bis zur Kapazitätsgrenze progressiv2. Bei geringen Produktionszah-
len steigen die Kosten bei einer Ausweitung der Produktion wegen des effizienteren 
Arbeitskräfte-, Maschineneinsatzes etc. zunächst langsam an. Von einer bestimmten 
Produktionsmenge an steigen die Gesamtkosten bei einer Ausweitung der Produktion 
bedingt durch erhöhten Energieverbrauch und Maschinenverschleiß, Überstunden
zuschläge etc. stärker an. 

1	� Wendestelle, siehe Seite 91f.
2	 „degressiv“ und „progressiv“, siehe Seite 91f.
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Die Preis-Absatz-Funktion p ist eine  
lineare Funktion  ​p ​(x)​ = m x + b​.  Ob diese 
konstant ist oder fallend, hängt davon 
ab, ob ein Polypol1 oder ein Monopol2 
betrachtet wird. Die Preis-Absatz-Funkti-
on eines Polypolisten ist eine konstante 
Funktion der Form  ​p ​(x)​ = b​, denn 
aufgrund der hohen Konkurrenz agiert 
der Polypolist als Mengenanpasser; den Preis kann er jedoch nicht bestimmen. 

In einem Monopol zeigt die Preis-Absatz- 
Funktion, welche Menge eines Gutes zu 
den verschiedenen Preisen abgesetzt 
werden kann. Da der Monopolist der 
einzige Anbieter für das Gut ist, wird er 
nur so viel anbieten, wie auch nachge-
fragt wird. Damit ist die Preis-Absatz-
Funktion identisch mit der 
gesamtwirtschaftlichen Nachfragefunk
tion  ​p ​(x)​ = m x + b,​  m < 0​.

Die Erlösfunktion E ergibt sich aus der Multiplikation der Preis-Absatz-Funktion p(x)
mit der Menge x (Preis · Menge):  ​E ​(x)​ = p ​(x)​ · x​.
Beim Polypol ist der Graph der Erlösfunktion eine Gerade mit positiver Steigung, 
die durch den Ursprung verläuft:  ​E ​(x)​ = b · x,  b > 0​.  Beim Monopol sinkt die Nach-
frage nach einem Gut mit steigendem Preis und umgekehrt. Dieser Zusammenhang 
wird durch die Gesamtnachfragefunktion beschrieben, die im Monopol – wie oben 
beschrieben – gleichzeitig die Preis-Absatz-Funktion ist. Der Graph der Erlösfunktion 
im Angebotsmonopol ist eine nach unten geöffnete Parabel: 
p ​(x)​ = m x + b;  m < 0,  b > 0  ⇒  E ​(x)​ = ​(m x + b)​ · x. 

Die Nullstellen der Erlösfunktion geben den ökonomischen Definitionsbereich ​​D​ ök​​​ für 
die Produktion an:  ​D​ ök​​ = ​[0; ​x​ Kap​​]​.

Aus der Differenz der Erlös- und der Gesamtkostenfunktion ergibt sich die Gewinn-
funktion  ​G ​(x)​ = E ​(x)​ − K ​(x)​​.  Die erste Schnittstelle der Erlös- mit der Gesamtkos-
tenfunktion ist identisch mit der ersten Nullstelle der Gewinnfunktion und wird 
Gewinnschwelle (GS) genannt. Wird diese Produktionsmenge vollständig am Markt 
abgesetzt, dann erzielt der Produzent weder Gewinn noch Verlust. Wird eine kleine 
Einheit mehr produziert und abgesetzt, dann wird Gewinn erzielt; wird eine kleine 
Einheit weniger produziert, dann wird Verlust erwirtschaftet. Die Gewinngrenze (GG) 
ist die zweite Schnittstelle (wenn diese vorhanden ist) der Erlös- mit der Gesamt

1	� In einem Polypol handeln viele Anbieter und viele Nachfrager; es entspricht der vollständigen Konkurrenz.
2	 In einem Monopol agieren ein Anbieter und viele Nachfrager.
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kostenfunktion und somit die zweite Nullstelle der Gewinnfunktion. Daraus ergeben 
sich die Gewinn- und Verlustintervalle. Es werden vier Fälle unterschieden: 
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Ertragsgesetzlicher Gesamtkostenverlauf 
im Polypol
Verlust: ​​[0; ​x​ GS​​)​​ und ​​​(x​ GG​​ ;  ​x​ Kap​​]​​
Gewinn: ​​(​x​ GS​​ ;  ​x​ GG​​)​​

Ertragsgesetzlicher Gesamtkostenverlauf 
im Monopol  
Verlust: ​​[0; ​x​ GS​​)​​ und ​​(​x​ GG​​ ;  ​x​ Kap​​]​​
Gewinn: ​​(​x​ GS​​ ;  ​x​ GG​​)​​

Der Cournot’sche Punkt gibt den Preis  
an, den der Monopolist verlangen muss, 
damit er das Gewinnmaximum erzielt. 
Die gewinnmaximale Menge ​​x​ ​G​ max​​​​​ wird in 
die Preis-Absatz-Funktion eingesetzt  
​p ​(​x​ ​G​ max​​​​)​​ und so der zugehörige Preis 
ermittelt. 
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4.3	 Definitions- und Wertebereich

Der Definitionsbereich gibt die Menge aller Zahlen  
an, die für die unabhängige Variable x eingesetzt 
werden dürfen. Die Werte liegen auf der Abszissen-
achse. Der Wertebereich gibt die Menge aller 
Zahlen an, die für die Funktionswerte (abhängige 
Variable) f (x) verwendet werden können, sie liegen 
auf der Ordinatenachse.

Mathematisch betrachtet, dürfen bei ganzratio-
nalen Funktionen – das sind alle Funktionen, bei 
denen die unabhängige Variable ​x​ weder im Nen-
ner noch im Exponenten vorkommt – alle reellen 
Zahlen (R) verwendet werden:  ​D​ math​​ = R.  Wenn alle reellen Zahlen für x eingesetzt 
werden dürfen, dann ergibt sich daraus für den Wertebereich, dass die Funktionswer-
te ebenfalls alle reellen Zahlen umfassen:  ​​W​ math​​ = R​.  Der Definitions- und Werte-
bereich sind stetig, weil jede reelle Zahl verwendet werden kann. Der zugehörige 
Funktionsgraph besteht aus einer durchgezogenen Linie.
Von dem mathematischen Definitionsbereich, der auch maximal möglicher Definiti-
onsbereich genannt wird, wird der ökonomische Definitionsbereich abgegrenzt. Je 
nach ökonomischer Fragestellung werden nur die Zahlen zugelassen, die wirtschaft-
lich sinnvoll sind. Wird eine Aufgabenstellung betrachtet, bei der Produktionsmengen 
in Mengeneinheiten (ME) analysiert werden, dann ergibt sich der ökonomische  
Definitionsbereich wie folgt:  ​​D​ ök​​ = ​[0; ​x​ Kap​​]​​.  Weniger als 0 ME können nicht produziert 
werden und auch nicht mehr ME als die Kapazitätsgrenze ​​x​ Kap​​​ erlaubt. Alle reellen 
Zahlen in diesem Intervall einschließlich 0 und ​​x​ Kap​​​ können für die unabhängige Vari-
able ​x​ eingesetzt werden, der ökonomische Definitionsbereich ist stetig genauso wie 
der zugehörige Wertebereich  ​​W​ ök​​ = ​[f ​(0)​;  f ​(​x​ Kap​​)​]​​.

Wird hingegen eine ökonomische Problemstellung betrachtet, bei der die Produkti-
onsmenge z. B. in Stück angegeben wird, dann dürfen nur natürliche Zahlen (ℕ) und 
nicht reelle Zahlen für ​x​ verwendet werden, weil halbe Stück oder zehntel Stück nicht 
produziert werden können, sondern nur ganze Stückzahlen:  
 ​D​ ök​​ = ​​{x|0 ≤ x ≤ ​x​ Kap​​ ∧ x ∈ ℕ}​​.  
Der Definitionsbereich ist diskret. Der zugehörige Funktionsgraph besteht nur aus 
Punkten, die nicht miteinander verbunden werden dürfen. Der Wertebereich ist 
ebenfalls diskret:  ​W​ ök​​ = ​​{x|f (0) ≤ f (x) ≤  f ​(​x​ Kap​​)​ ∧ f (x) ∈ ℕ}​​.
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5.5	 Quadratische Funktionen

Wird die Angebots- und Nachfragesituation eines Produktes mithilfe von quadrati-
schen Funktionen modelliert, sind nicht nur die Schnittpunkte relevant, sondern es 
müssen auch die Scheitelpunkte der Graphen beachtet werden.

Beispiel 1

Die abgebildete Grafik zeigt zwei Gra-
phen, mit deren Hilfe die Marktsituation 
für Erdbeeren auf dem Wochenmarkt 
untersucht werden soll.
Beschreiben Sie den Verlauf der Gra-
phen im ökonomisch sinnvollen 
Definitionsbereich.

Bestimmen Sie die Terme der zugehörigen Funktionsgleichungen und berechnen Sie 
die für die Analyse relevanten Punkte.

2

p1

p2

4 8 10 126

p(x) in GE/ME 

x in ME

4

−4

−8

−12

−2−4−8−10−12 −6

8

12

16

20
(0|20)

(10|0)

(5 | 6)
(0 | 4)

O

Lösungen
Je höher der Preis, desto niedriger ist die Nachfragemenge. Daraus folgt, dass die 
Nachfragesituation im ökonomisch sinnvollen Bereich (also für positive x-Werte) 
monoton fallend sein muss. Die Nachfragefunktion wird demnach durch die quadra-
tische Funktion modelliert. Der Scheitelpunkt der Parabel liegt auf der Ordinatenach-
se, die Parabel ist nach unten geöffnet. Der Scheitelpunkt liegt bei ​S ​(0|20)​​, d. h., der 
Höchstpreis liegt bei 20 GE/ME. Der Graph schneidet die Abszissenachse im positiven 
Bereich bei ​​S​ x​​ ​(10|0)​​, d. h., die Sättigungsmenge beträgt 10 ME. Aus diesen beiden 
Angaben lässt sich mithilfe der Scheitelpunktform für quadratische Funktionen der 
Funktionsterm ermitteln:

Fortsetzung
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​​p​ N​​ ​(x)​ = a ​​(x – u)​​​ 2​ + v​.  Das Einsetzen des Scheitelpunktes führt zu   
​​p​ N​​ ​(x)​ = a ​​(x – 0)​​​ 2​ + 20​.  
Durch das Einsetzen der Koordinaten des Schnittpunktes mit der Abszissenachse folgt  ​​
p​ N​​ ​(x)​ = a ​​(10 – 0)​​​ 2​ + 20 = 0  ⇒  100 a = − 20  ⇒  a = − 0,2​.
Die Nachfragesituation auf dem Erdbeermarkt wird modelliert durch die ganzratio
nale Funktion 2. Grades ​​p​ N​​​ mit  ​​p​ N​​ ​(x)​ = − 0,2 ​x​​ 2​ + 20​.
Je höher der Preis, desto höher ist die Angebotsmenge, d. h., der Graph muss mo-
noton steigend verlaufen. Die Angebotsfunktion wird durch eine lineare Funktion 
modelliert. Die Gerade schneidet die Ordinatenachse bei 4, d. h., der Mindestange-
botspreis liegt bei 4 GE/ME.
​⇒  ​p​ A​​ ​(x)​ = m x + b  ⇒  ​p​ A​​ ​(x)​ = m x + 4​.  Die Gerade verläuft durch den Punkt P (5|6)   
⇒  ​p​ A​​ ​(5)​ = m · 5 + 4 = 6  ⇒  m = 0,4.
Die Angebotssituation auf dem Erdbeermarkt wird modelliert durch eine lineare 
Funktion ​​p​ A​​​ mit  ​​p​ A​​ ​(x)​ = 0,4 x + 4​.
Da die Angebotsfunktion monoton steigend ist und die Nachfragefunktion eine Null-
stelle bei  ​x = 10​  hat, ergibt sich  ​​D​ ök​​ = ​[0; 10]​​.  Aus dem Vergleich der Funktionswerte  ​​
p​ N​​ ​(0)​ = 20​  und  ​​p​ A​​ ​(10)​ = 8​  ergibt sich  ​​W​ ök​​ = ​[0; 20]​​.
Das Marktgleichgewicht berechnet sich aus  ​​p​ A​​ ​(x)​ = ​p​ N​​ ​(x)​​:
​0,4 x + 4 = − 0,2 ​x​​ 2​ + 20  ⇒  0 = − 0,2 ​x​​ 2​ – 0,4 x + 16​.
Diese quadratische Gleichung kann mithilfe der p-q-Formel, der quadratischen Ergän-
zung oder dem CAS gelöst werden:  ​​x​ 1​​ = − 10 ∉ ​D​ ök​​ ∨ ​x​ 2​​ = 8​  und   
​​p​ A​​ ​(8)​ = ​p​ N​​ ​(8)​ = 7,2​.
Der Gleichgewichtspreis liegt bei 7,2 GE/ME und die Gleichgewichtsmenge bei 8 ME.

Beispiel 2

Eine weitere Analyse wird auf dem  
Wochenmarkt für Frühkirschen durch
geführt. Der aktuelle Marktpreis liegt  
bei 4 GE/ME. Folgende Funktions
gleichungen sind zur Modellierung 
erstellt worden:
​​p​ 1​​ ​(x)​ = 0,1 ​​(x – 9)​​​ 2​​  und   
​​p​ 2​​ ​(x)​ = − 0,1 ​(x + 1)​ ​(x – 20)​​.
Untersuchen Sie rechnerisch die vollstän-
dige Marktsituation.

Fortsetzung
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Lösung
Zuordnen der Funktionsgleichungen zur Angebots- und Nachfragesituation
Mithilfe des CAS werden die Graphen  
gezeichnet und dann zugeordnet.

Der Term von ​​p​ 2​​​ ist eine Linearfaktor
darstellung, die Nullstellen liegen bei   
​x = − 1​  und bei  ​x = 20​.  Der Steigungs
faktor ist negativ, d. h., die Parabel ist 
nach unten geöffnet. Demnach model-
liert diese Funktion die Angebotsfunktion, denn der Graph steigt im Intervall  
​​[0; ​x​ Hochpunkt​​]​​.  
Der Term von ​​p​ 1​​​ ist eine Scheitelpunktform, weist einen positiven Steigungsfaktor auf, 
d. h., die Parabel ist nach oben geöffnet und hat eine doppelte Nullstelle bei  ​x = 9​.   
Der Graph dieser Funktion repräsentiert die Nachfragefunktion, weil der Graph im 
Intervall ​​[0; 9]​​ fällt.

Ökonomische Definitions- und Wertebereiche
Die Schnittpunkte des Graphen von ​​p​ N​​​ mit den Koordinatenachsen liegen bei  
​​S​ y​​ ​(0|8,1)​ und ​S​ x​​ ​(0|9)​​
​⇒  ​D​ ök​​ ​(​p​ N​​)​ = ​[0; 9]​​  und  ​​W​ ök​​ ​(​p​ N​​)​ = ​[0; 8,1]​​.
Die Extremstelle des Graphen von ​​p​ A​​​ liegt in der Mitte zwischen den Nullstellen
​​x​ H​​ = − 1 +  ​ 

20 – ​(− 1)​ __________ 2  ​  = 9,5​  ​⇒  ​p​ A​​ ​(9,5)​ = 11,025​.
Der Schnittpunkt mit der Ordinatenachse liegt bei ​​S​ y​​ ​(0|2)​​
​⇒  ​D​ ök​​ ​(​p​ A​​)​ = ​[0; 9,5]​​  und  ​​W​ ök​​ ​(​p​ A​​)​ = ​[2; 11,025]​​.
Ein Vergleich der Bereiche ergibt, dass die Marktsituation durch die Intervalle 
​​D​ ök​​ = ​[0; 9]​​  und  ​​W​ ök​​ = ​[0; 11]​​  begrenzt wird, weil  ​​p​ A​​ ​(9)​​ = 11  ist.
Es werden mehr Kirschen angeboten, als nachgefragt werden, denn die Sättigungs-
menge liegt bei 9 ME und der Definitionsbereich der Angebotsfunktion geht bis zu 
9,5 ME.

Analyse der Graphen
Höchstpreis: Schnittpunkt der Nachfragefunktion mit der Ordinatenachse   
​​p​ N​​​(0)​​  ​⇒  ​S​ y​​ ​(0|8,1)​​.  
Der Höchstpreis liegt bei 8,1 GE/ME.
Sättigungsmenge: Nullstelle der Nachfragefunktion  ​​p​ N​​ ​(x)​ = 0​ ​ ⇒  ​S​ x​​ ​(0|9)​​.
Die Sättigungsmenge liegt bei 9 ME.
Mindestangebotspreis: Schnittpunkt der Angebotsfunktion mit der Ordinatenachse   
​​p​ A​​​(0)​​  ​⇒  ​S​ y​​ ​(0|2)​​.
Der Mindestangebotspreis liegt bei 2 GE/ME.
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Marktgleichgewicht und Umsatz
​​p​ N​​ ​(x)​ = ​p​ A​​ ​(x)​​ 
​0,1 ​​(x – 9)​​​ 2​ = − 0,1 ​(x + 1)​ ​(x – 20)​  ⇒  ​​(x – 9)​​​ 2​ = − ​(x + 1)​ ​(x – 20)​​
CAS: ​​S​ 1​​ ​(1,83|5,14)​ und ​S​ 2​​ ​(16,67|5,88)​​ 
Der Punkt ​​S​ 2​​​ liegt außerhalb des ​​D​ ök​​​, deshalb liegt der Gleichgewichtspreis für Kir-
schen bei 5,14 GE/ME und die Gleichgewichtsmenge bei 1,83 ME. Daraus ergibt sich 
der Umsatz in Höhe von  ​U = ​p​ G​​ · ​x​ G​​ = 1,83 · 5,14 ≈ 9,41​ GE. 

Marktsituation bei 4 GE/ME
​​p​ N​​ ​(x)​ = 0,1 ​​(x – 9)​​​ 2​​  ​⇒  4 = 0,1 ​​(x – 9)​​​ 2​  ⇒  40 = ​​(x – 9)​​​ 2​  ⇒  ± 6,32 ≈ x – 9​ 
​​x​ 1​​ ≈ 2,68 ∨ ​x​ 2​​ ≈ 15,32 ∉ ​D​ ök​​​ 
​​p​ A​​ ​(x)​ = − 0,1 ​(x + 1)​ ​(x – 20)​​  ​⇒  4 = − 0,1 ​(x + 1)​​(x – 20)​  ⇒  0 = − 0,1 ​(​x​​ 2​ – 19 x – 20)​ – 4​
​0 = − 0,1 ​x​​ 2​ + 1,9 x – 2​ 
CAS:  ​​x​ 1​​ ≈ 1,12 ∨ ​x​ 2​​ ≈ 17,88 ∉ ​D​ ök​​​
Die Nachfragemenge ist größer als die Angebotsmenge; es liegt ein Nachfrageüber-
schuss vor.

Übungen

1	Ermitteln Sie die Schnittpunkte der beiden Graphen miteinander.
a)	​​ f​ 1​​ ​(x)​ = 2 x – 8  und  ​f​ 2​​ ​(x)​ = ​ 1 __ 4 ​ ​(x + 8)​ ​(x – 4)​​
b)	​​ f​ 1​​ ​(x)​ = 1,6 x – 2  und  ​f​ 2​​ ​(x)​ = − ​ 1 ___ 10 ​ ​x​​ 

2​ – ​ 4 __ 5 ​ x + ​ 
61 ___ 10 ​​ 

c)	​​ f​ 1​​ ​(x)​ = − 4 x + 6  und  ​f​ 2​​ ​(x)​ = ​​(x + 4)​​​ 2​ + 0,95​
d)	​​ f​ 1​​ ​(x)​ = 0,25 ​x​​ 2​ – 2 x – 3,2  und  ​f​ 2​​ ​(x)​ = − 0,05 ​​(x – 2)​​​ 2​ + 5​ 

2	Stellen Sie die quadratische Funktionsgleichung auf, die jeweils die nachfolgenden 
Bedingungen erfüllt. 
a)	 Eine nach unten geöffnete Parabel, die um den Faktor 0,75 gestaucht ist und ihre 

Nullstellen bei  ​x = 3  und  x = − 5​  hat.
b)	 Eine Parabel, die im Vergleich mit der Normalparabel um 4 Einheiten nach rechts 

und 3 Einheiten nach unten verschoben ist. Sie ist außerdem gestreckt um den 
Faktor 2.

c)	 Der rechte Parabelast einer Normalparabel kann zur Modellierung einer Nachfra-
gefunktion dienen. Der Scheitelpunkt liegt auf der Ordinatenachse. Der Höchst-
preis liegt bei 55 GE/ME.

d)	 Der rechte Parabelast einer gestauchten Parabel kann zur Modellierung einer 
Angebotsfunktion dienen. Die doppelte Nullstelle liegt bei  ​x = − 4 ​ und der Min-
destangebotspreis bei 12 GE/ME.

mvurl.de/4ur6

Fortsetzung

https://mvurl.de/4ur6
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8.3	 Durchschnittliche und momentane Änderungsrate

Änderungsraten beschreiben das Ausmaß der  
Veränderung der abhängigen Variablen, wenn sich 
die unabhängige Variable ändert. Mit ihrer Hilfe 
wird diese Veränderung messbar. Änderungsraten 
geben die Steigung eines Graphen in einem 
Intervall oder an einer Stelle an. Sie geben an, wie 
schnell sich die Funktionswerte ändern, wie stark 
ein Graph ansteigt oder fällt.  
 

Beispiel 1

Der Bio-Getränkebetrieb Limo ordnet für die Herstel-
lung von Ingwerlimonade jeder Produktionsmenge ​x​  
in 1 000 Hektoliter (hl) die dabei jeweils entstehenden 
Gesamtkosten ​K ​(x)​​ in 1.000 Geldeinheiten (GE) zu. Für 
die Produktion gilt die Gesamtkostenfunktion ​K​ mit   
​K ​(x)​ = ​x​​ 3​ − 12 ​x​​ 2​ + 48 x + 100​.   
Die Kapazitätsgrenze des Betriebes liegt für diese Pro-
duktion bei 14 000 hl.
Die Gesamtkostenentwicklung wird im Rahmen der Pro-
duktionsplanung für das nächste Jahr analysiert. 

Geben Sie die Funktionsgleichungen für die variablen Gesamtkosten ​​K​ v​​​ an.
Bestimmen Sie die Höhe der Fixkosten.
Ermitteln Sie den durchschnittlichen Gesamtkostenanstieg für folgende 
Produktionsausweitungen:

Produktionsausweitung I Produktionsausweitung II

von 2 000 hl auf 4 000 hl von 4 000 hl auf 6 000 hl

von 2 000 hl auf 3 000 hl von 4 000 hl auf 5 000 hl

von 2 000 hl auf 2 500 hl von 4 000 hl auf 4 500 hl

von 2 000 hl auf 2 100 hl von 4 000 hl auf 4 100 hl

Der durchschnittliche Gesamtkostenanstieg wird auch als mittlere Änderungsrate 
bezeichnet. 
Beschreiben Sie, wie sich jeweils die mittlere Änderungsrate bei einer kleiner werden-
den Produktionsausweitung verändert und welche Schlussfolgerung daraus für den 
Verlauf des Graphen der Gesamtkostenfunktion gezogen werden kann.

Differenzen-
quotient

durch-
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rate

lokale
Änderungs-

rate

Differential-
quotient
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Tangente

Differential-
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Lösungen
Die Gesamtkostenfunktion  ​K ​(x)​ = ​x​​ 3​ − 12 ​x​​ 2​ + 48 x + 100​  setzt sich aus den variablen 
Gesamtkosten und den Fixkosten zusammen:
​​K​ v​​ ​(x)​ = ​x​​ 3​ − 12 ​x​​ 2​ + 48 x​​  und  ​​K​ f​​ ​(x)​ = 100​,  weil  ​K ​(0)​ = ​0​​ 3​ − 12 · ​0​​ 2​ + 48 · 0 + 100 = 100​.

Mittlere Änderungsraten ermitteln und Entwicklung beschreiben
Produktions
ausweitung I durchschnittlicher Gesamtkostenanstieg

von 2 000 hl 
auf 4 000 hl

​m = ​ 
K ​(​x​ 2​​)​ − K ​(​x​ 1​​)​ _________ ​x​ 2​​ − ​x​ 1​​  ​ = ​ K ​(4)​ − K ​(2)​ ________ 4 − 2  ​ = ​ 164 − 156 ________ 4 − 2  ​ = ​ 8 __ 2 ​ = 4​

Wird die Produktion von 2 000 hl auf 4 000 hl ausgeweitet, steigen die Gesamtkosten 
insgesamt um 8.000 GE und damit durchschnittlich um 4.000 GE pro 1 000 hl.

von 2 000 hl 
auf 3 000 hl

​m = ​ K ​(3)​ − K ​(2)​ ________ 3 − 2  ​ = ​ 163 − 156 ________ 3 − 2  ​ = ​ 7 __ 1 ​ = 7​

Wird die Produktion von 2 000 hl auf 3 000 hl ausgeweitet, steigen die Gesamtkosten 
insgesamt um 7.000 GE und damit durchschnittlich um 7.000 GE pro 1 000 hl. 

von 2 000 hl 
auf 2 500 hl

​m = ​ K ​(2,5)​ − K ​(2)​ _________ 2,5 − 2  ​ = ​ 160,625 − 156 ___________ 2,5 − 2  ​ = ​ 4,625 _____ 0,5  ​ = 9,25​

Wird die Produktion von 2 000 hl auf 2 500 hl ausgeweitet, steigen die Gesamtkosten 
insgesamt um 4.625 GE und damit durchschnittlich um 9.250 GE pro 1 000 hl.

von 2 000 hl 
auf 2 100 hl

​m = ​ K ​(2,1)​ − K ​(2)​ __________ 2,1 − 2  ​ = ​ 157,141 − 156 ___________ 2,1 − 2  ​ = ​ 1,141 _____ 0,1  ​ = 11,41​

Wird die Produktion von 2 000 hl auf 2 100 hl ausgeweitet, steigen die Gesamtkosten 
insgesamt um 1.141 GE und damit durchschnittlich um 11.410 GE pro 1 000 hl.

Die vier Sekanten verlaufen monoton steigend. Je kleiner die Produktionsausweitung 
ist, desto größer ist die Steigung der Sekante, d. h. der durchschnittliche Gesamt
kostenanstieg wird größer. Mit zunehmender Produktionsausweitung steigen die Ge-
samtkosten demnach geringer an. Die Gesamtkostenentwicklung ist degressiv. 

Produktions
ausweitung II durchschnittlicher Gesamtkostenanstieg

von 4 000 hl 
auf 6 000 hl

​m = ​ 
K ​(​x​ 2​​)​ − K ​(​x​ 1​​)​ _________ ​x​ 2​​ − ​x​ 1​​  ​ = ​ K​( 6)​ − K ​(4)​ ________ 6 − 4  ​ = ​ 172 − 164 ________ 6 − 4  ​ = ​ 8 __ 2 ​ = 4​

Wird die Produktion von 4 000 hl auf 6 000 hl ausgeweitet, steigen die Gesamtkosten 
insgesamt um 8.000 GE und durchschnittlich um 4.000 GE pro 1 000 hl.

von 4 000 hl 
auf 5 000 hl

​m = ​ K ​(5)​ − K ​(4)​ ________ 5 − 4  ​ = ​ 165 − 164 ________ 5 − 4  ​ = ​ 1 __ 1 ​ = 1​

Wird die Produktion von 4 000 hl auf 5 000 hl ausgeweitet, steigen die Gesamtkosten 
insgesamt um 1.000 GE und durchschnittlich um 1.000 GE pro 1 000 hl.

von 4 000 hl 
auf 4 500 hl

​m = ​ K ​(4,5)​ − K ​(4)​ _________ 4,5 − 4  ​ = ​ 164,125 − 164 ___________ 4,5 − 4  ​ = ​ 0,125 _____ 0,5  ​ = 0,25​

Wird die Produktion von 4 000 hl auf 4 500 hl ausgeweitet, steigen die Gesamtkosten 
insgesamt um 125 GE und durchschnittlich um 250 GE pro 1 000 hl.

von 4 000 hl 
auf 4 100 hl

​m = ​ K ​(4,1)​ − K ​(4)​ _________ 4,1 − 4  ​ = ​ 164,001 − 164 ___________ 4,1 − 4  ​ = ​ 0,001 _____ 0,1  ​ = 0,01​

Wird die Produktion von 4 000 hl auf 4 100 hl ausgeweitet, steigen die Gesamtkosten 
insgesamt um 1 GE und durchschnittlich um 10 GE pro 1 000 hl.

Fortsetzung



Differentialrechnung: Kostentheorie 166

Die vier Sekanten verlaufen monoton steigend, je kleiner das Intervall wird, desto ge-
ringer wird die Steigung der Sekante. Je kleiner die Produktionsausweitung ist, desto 
kleiner ist der durchschnittliche Gesamtkostenanstieg. Daraus folgt, dass mit zuneh-
mender Produktionsausweitung die Gesamtkosten stärker ansteigen. Die Gesamtkos-
tenentwicklung ist progressiv.

Durchschnittliche Änderungsrate

Die durchschnittliche Steigung eines 
Funktionsgraphen in einem Intervall  
​​[​x​ 1​​; ​x​ 2​​]​​ wird berechnet, indem die 
Steigung ​​m​ S​​​ der Sekante1, die durch 
die Punkte ​​(​x​ 1​​|f ​(​x​ 1​​)​)​​ und ​​(​x​ 2​​|f ​(​x​ 2​​)​)​​ 
verläuft, ermittelt wird. Eine Sekante 
schneidet den Funktionsgraphen in 
zwei Punkten. Diese Steigung ​​m​ S​​​ wird 
als durchschnittliche Änderungsrate 
oder mittlere Änderungsrate bezeich-
net. Zur Berechnung der Sekanten
steigung wird der Differenzenquotient 
verwendet:  

​​m​ S​​ = ​ 
f ​(​x​ 2​​)​ − f ​(​x​ 1​​)​
 __ ​x​ 2​​ − ​x​ 1​​  ​ = ​ Δf ​(x)​ ____ Δx  ​ = ​ 

Höhenunterschied  ________________  Horizontalunterschied ​​ ,  alternativ wird auch die Schreibweise  ​​

m​ S​​ = ​ 
f ​(​x​ 1​​ + h)​ − f ​(​x​ 1​​)​ ___________ ​x​ 1​​ + h − ​x​ 1​​  ​ = ​ 

f ​(​x​ 1​​ + h)​ − f ​(​x​ 1​​)​ ___________ h  ​​  genutzt, dabei gilt x2 = x1 + h bzw. x2 – x1 = h .  

In diesem Fall wird die durchschnittliche Steigung im Intervall  ​​[​x​ 1​​; ​x​ 1​​ + h]​​  
ermittelt.

Fortsetzung
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