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Quadratische 
 Funktionen 

 f: f (x)  = a  x   2  + b x + c  f Name der Funktion

 f (x)  Funktionswert

 a  x   2  + b x + c Funktionsterm

 a ∈ R\ {0}   und  b, c ∈ R  

 f (x)  = a  x   2  + b x + c 
f (x)

x

Funk�ons-
wert f (x)

Funk�ons-
graph

Normal-
parabel

Punkt
(x| f (x))

Scheitelpunkt

f

Stelle
x

Gleichung und Graph  
einer quadratischen Funktion
 a  x   2  Quadratglied

 b x Linearglied

 c Absolutglied

Funktionsgraph: Parabel

Polynomdarstellung  
(allgemeine Form, Normalform)
 f (x)  = a  x   2  + b x + c  
Streckungs-, Stauchungs-, Spiegelungs-
faktor (Formfaktor) 

 a = 1 Normalparabel

  |a|  > 1 Streckung in  f (x)   - Richtung 
(Ordinatenrichtung)

 0 <  |a|  < 1 Stauchung in  f (x)   - Richtung 
(Ordinatenrichtung)

 a < 0 Spiegelung an der Abszissen achse, 
Öffnung der Parabel nach unten

Linearfaktordarstellung
 f (x)  = a (x −  x  1  )   (x −  x  2  )   
Nullstellen bei   x  1    und   x  2    

Scheitelpunkt bei    x  S   =  x  1   +   
 x  2   −  x  1  

 __ 2    ;  

mit   x  1   <  x  2     

Darstellungsformen
und Parametervariation
 a ∈ R\ {0}  

                                                                     Fortsetzung

Q
uadratische Funktionen
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Scheitelpunktform 
 f (x)  = a   (x − u)    2  + v  
Scheitelpunkt  S (u | v)    

 u < 0 Verschiebung nach links

 u > 0 Verschiebung nach rechts

 v < 0 Verschiebung nach unten

 v > 0 Verschiebung nach oben 

Fortsetzung

Schnittpunkt mit der Ordinatenachse 
 x = 0 ⇒ 
 f (0)  = a ·  0   2  + b · 0 + c 
 f (0)  = c  

Schnittpunkte mit der Abszissenachse 
(Nullstellen)
 f (x)  = 0 

Polynomdarstellung/Normalform 
pqFormel
 f (x)  =  x   2  + p x + q 

  x  1, 2   = −   p _ 2   ±  √ 

______________

       (  p _ 2  )    
2
  − q 

 
 


  

Diskriminante D

  

  x  1   = −   p _ 2   +  √ 

________

   (  p _ 2  )    
2
  − q    und  

  x  2   = −   p _ 2   −  √ 

________

   (  p _ 2  )    
2
  − q  

abcFormel
 f (x)  = a  x   2  + b x + c 

  x  1, 2   =   − b ±  √ 
_______

  b   2  − 4 a c  ___ 2 a     mit   D =  b   2  − 4 a c 

  x  1   =   − b +  √ 
_______

  b   2  − 4 a c  ___ 2 a     und    x  2   =   − b −  √ 
_______

  b   2  − 4 a c  ___ 2 a   

Schnittpunkte mit den 
Koordinatenachsen 
und einer Parabel   f (x)  = a  x   2  + b x + c 

                                                                     Fortsetzung

Q
ua

dr
ati

sc
he
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Scheitelpunktform
 f (x)  = a   (x − u)    2  + v = 0 
Lösung

  x  1, 2   = ±  √ 
___

 −   v _ a   + u   mit   D = −   v _ a  

  x  1   =  √ 
___

 −   v _ a   + u   und    x  2   = −  √ 
___

 −   v _ a   + u 

Linearfaktordarstellung  
 f (x)  = a (x −  x  1  )   (x −  x  2  )   

Satz vom Nullprodukt
 0 = a (x −  x  1  )   (x −  x  2  )  
 0 =  (x −  x  1  )     ⇒  x =  x  1   
 0 =  (x −  x  2  )   ⇒  x =  x  2   

Fortsetzung

 D > 0   
zwei einfache Nullstellen,
 D = 0   
eine doppelte Nullstelle,
 D < 0   
keine Nullstelle

f (x)

x

zwei einfache Nullstellen

keine
Nullstellen

eine doppelte
Nullstelle

Nullstellenarten bei einer Parabel

Q
uadratische Funktionen
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Begrenztes Wachstum

 Explizite Darstellung
 f: f (t)   = g − a ·  b   t  = g − a ·  e    (ln b)  · t   

= g − a ·  e   k · t   

Begrenzte Zunahme 
 b = 1 − p   mit   0 < b < 1 
 k < 0 
 a > 0  
 g > f (0)  

Begrenzte Abnahme 
 b = 1 − p   mit   0 < b < 1 
 k < 0 
 a < 0  
 g < f (0)  

Rekursive Darstellung 
 f (t + 1)  = f (t)  +  (g − f (t) )  · p   

 t  Zeitschritt, Variable

 f (t)   Bestand

 b  Wachstums- oder 
Zerfallsfaktor

 p  Prozentsatz   0 < p < 1  

 k  
Wachstums- oder 
 Zerfallskonstante   
k = ln b  

 g  Sättigungsgrenze

 a ·  b   t   = a ·  e    (ln b)  · t  
= a ·  e   k · t  

 g − f (t)   

Sättigungsmanko

 f (0)  = g − a  Anfangsbestand bei   
t = 0  

 f ʹ  (t)  = − k ·  (g − f (t) )    Differenzialgleichung 

 f ʹ  (t)   Wachstumsgeschwindigkeit, 
 proportional zum Sättigungsmanko

Sä�gungs-
manko

Sä�gungsgrenze

Bestand f

begrenzte
Zunahme

f (t)

t

Sä�gungsmanko

Sä�gungsgrenze

Bestand f

begrenzte Abnahme

f (t)

t

Begrenztes W
achstum
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Logistisches Wachstum

Explizite Darstellung

 f: f (t)  =    g __ 1 + a ·  e   −b · t   =    g ____  
1 +  (   g _ f (0)    − 1)  ·  e   −k · g · t 

   
 t  Zeitschritt, Variable

 f (t)   Bestand

 b   b = k · g 
 b > 0  

 a  
  a =    g _ f (0)    − 1  

 a > 0  

 k  Wachstumskonstante
 k > 0  

 g  
Sättigungsgrenze 
 g = f (0)  ·  (a + 1)  
 g > 0  

 f (0)  =    g _ a + 1    Anfangsbestand bei   t = 0  

 g − f (t)  Sättigungsmanko

 f ʹ  (t)  = k · f (t)  ·  (g − f (t) )   
 k > 0      

Differenzialgleichung 

 f ʹ  (t)   
Wachstumsgeschwindigkeit, 
 proportional zum Bestand und zum 
Sättigungsmanko

f (t)

t

Sä�gungsgrenze

begrenztes Wachstum

exponen�elles
Wachstum

Wendepunkt

Wendestelle
xW

g_
2

Lo
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Angebot und 
 Nachfrage

Lineare Nachfragefunktion 
  p  N  :   p  N    (x)  = m x + b  
 m < 0,  b > 0   

Höchstpreis
  p  N    (0)  = m · 0 + b = b 

Sättigungsmenge
  p  N    (x)  = m x + b = 0 
 x =   − b _ m  > 0 

x in ME

p N(x) in GE/ME

Höchstpreis

Nachfrage

Sä�gungs-
menge

Nachfragefunktion
  p  N    (x)   Preis

 x  Menge

 b  Höchstpreis 

   − b _ m   Sättigungsmenge

Lineare Angebotsfunktion
  p  A  :  p  A    (x)  = m x + b  
 m, b > 0   

Mindestangebotspreis
  p  A    (0)  = m · 0 + b 

x in ME

p A(x) in GE/ME

Mindestangebotspreis

Angebot

Angebotsfunktion
  p  A    (x)  Preis  

 x  Menge

 b  Mindestangebotspreis

Angebot und N
achfrage
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  p  N    (x)  =  p  A    (x)   
 ⇒  MG  ( x  G   |  p  G  )    

Umsatz im Marktgleichgewicht
 U =  x  G   ·  p  G    

x in ME

p (x) in GE/ME

Nachfrage

Angebot

Umsatz

MG

xG

pG

Marktgleichgewicht
MG Marktgleichgewicht

  x  G    Gleichgewichtsmenge 

  p  G    Gleichgewichtspreis 

 U  Umsatz

  p  N    (x)   Nachfragefunktion

  p  A    (x)  Angebotsfunktion

Nachfrageüberschuss
 p <  p  G    
 ⇒   x  N   >  x  A    

Angebotsüberschuss
  p >  p  G    
 ⇒   x  N   <  x  A    

x in ME

p (x) in GE/ME

Nachfrage

Nachfrageüberschuss

Angebot
Angebotsüberschuss

p > pG

p < pG

xN > xA xN < xA

Marktungleichgewicht
 p  Marktpreis

  p  G    Gleichgewichtspreis

  x  N    Nachfragemenge

  x  A    Angebotsmenge

Hinweis:  Nachfrage- und Angebotsfunktionen sind nicht immer linear.  
Andere  Funkionen eignen sich auch zum Modellieren.

An
ge

bo
t u

nd
 N

ac
hf

ra
ge
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Markow-Ketten

a1 a2

a3

a11
a12

a13 a31

a22

a33

a21

a32
a23

Übergangsdiagramm
Untersuchung langfristiger Entwick-
lungs- und Veränderungsprozesse

  a  mm   

Stammkunden, Stammwähler, 
Wechsel von   a  m    zu   a  m    , Übergangswahrscheinlichkeit
 0 ≤  a  mm   ≤ 1 

  a  1m   Wechsel von   a  1    zu   a  m    ,   0 ≤  a  1m   ≤ 1 

                nach 
  von   a  1     a  2     a  1   

  a  1     a  11     a  12     a  13   

  a  2     a  21     a  22     a  32   

  a  3     a  31     a  32     a  33   

Übergangstabelle

  a  mm   

Stammkunden, Stammwähler,
Wechsel von   a  m    zu   a  m    , 
Übergangswahrscheinlichkeit
 0 ≤  a  mm   ≤ 1 

  a  1m   Wechsel von   a  1    zu   a  m    ,
 0 ≤  a  1m   ≤ 1 

Stochastische Matrix

 A =  
(

  
 a  11  

  
 a  12  

  
 a  13  

    a  21      a  22      a  23     
 a  31  

  
 a  32  

  
 a  33  

 
)

  

Übergangsmatrix

 A  
reguläre Übergangsmatrix,  
quadratische und invertierbare 
Matrix

  a  mm    Elemente der Matrix   0 ≤  a  mm   ≤ 1  

Zeilensumme  = 1  

Anfangsverteilung/Ausgangsverteilung
    → v    0  

T
   =  (  v  1     …    v  m   )   

Ausgangsvektor

    → v    0  
T
    Ausgangsvektor

  v  m    prozentuale Häufigkeit zu Beginn der 
Untersuchung

Zeilensumme  = 1 

Prozentuale Verteilung nach  n  Perioden
    → v   n  

T
   =    → v   0  

T
   ·  A   n   

Situationen nach  n  Perioden

    → v   n  
T
    

Vektor für die Verteilung nach  n  
Perioden

    → v   0  
T
   

Ausgangsvektor

 A  Übergangsmatrix

 n  Anzahl der Perioden

Zeilensumme  = 1 

M
arkow

-Kett
en
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Prozentuale Verteilung in der 
VorPeriode  

    → v   −1  T      =    → v   0  
T
   ·  A   − 1 

Situation in der Periode vor der 
Untersuchung

    → v   −1  
T
    

prozentuale Häufigkeit für die 
Periode vor der Untersuchung

    → v   0  
T
   

Ausgangsvektor

  A   −1  Inverse der Übergangsmatrix  A  

Zeilensumme  = 1 

Stationäre Verteilung/
stabile prozentuale Verteilung
     → v   ∞  

T
   · A  =     → v   ∞  

T
      

Beispiel

 (  v  1      v  2     1 −  v  1   −  v  2   )  ·  
(

  
 a  11  

  
 a  12  

  
 a  13  

    a  21      a  22      a  23     
 a  31  

  
 a  32  

  
 a  33  

 
)

  

=  (  v  1      v  2     1 −  v  1   −  v  2   )  

Fixvektor

    → v   ∞  
T
   

Fixvektor

 A  Übergangsmatrix

Zeilensumme  = 1 

Stabile prozentuale Verteilung

   lim  
n→∞

    A   n  =  A  ∞   =   
(

 
 v  1  

  
 v  2  

  
…

  
 v  n  

  ⋮   ⋮   ⋮   ⋮  
 v  1  

  
 v  2  

  
…

  
 v  n  

 
)

  

Grenzmatrix
 A  Übergangsmatrix

 n  Anzahl der Perioden

  A  ∞    Grenzmatrix

  v  n    langfristig, stabile prozentuale 
Häufigkeit

M
ar

ko
w

-K
ett

en
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Rechnen mit 
 Vektoren

   → a   +   
→

 b   =  
(

  
 a  1  

   a  2    
 a  3  

 
)

  +  
⎛
 ⎜ 

⎝
  
 b  1  

   b  2    
 b  3  

 
⎞
 ⎟ 

⎠
  =  

⎛
 ⎜ 

⎝
  
 a  1   +  b  1  

   a  2   +  b  2    
 a  3   +  b  3  

 
⎞
 ⎟ 

⎠
   

Rechengesetze
Neutrales Element 
   → a   +   

→
 0  =   → a    

Inversität
   → a   +  (−   → a  )  =  (−   → a  )  +   → a   =   

→
 0   

Kommutativgesetz
   → a   +   

→
 b   =   

→
 b   +   → a    

Assoziativgesetz
  (  → a   +   

→
 b  )  +   → c   =   → a   +  (  

→
 b   +   → c  )  

y

x

ba

a + b

z

y

x

a

b

a + b

Addition von Vektoren

   → a  ,   
→

 b  ,   → c    Vektoren

  a  n  ,  b  n    Elemente der Vektoren

Rechnen m
it Vektoren
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   → a   −   
→

 b   =  
(

  
 a  1  

   a  2    
 a  3  

 
)

  −  
⎛
 ⎜ 

⎝
  
 b  1  

   b  2    
 b  3  

 
⎞
 ⎟ 

⎠
  =  

⎛
 ⎜ 

⎝
  
 a  1   −  b  1  

   a  2   −  b  2    
 a  3   −  b  3  

 
⎞
 ⎟ 

⎠
  

Rechengesetze
   → a   +  (−   

→
 b  )  =   → a   −   

→
 b   

 ▪ Spitze an Spitze
y

x

a b

a − b

z

y

x

a

b

a − b

 ▪ Anfangspunkt an Anfangspunkt
y

x

a
a − b

b

z

y

x

a
a − b

b

Subtraktion von Vektoren

   → a  ,   
→

 b    Vektoren

  a  n  ,  b  n    Elemente der Vektoren

Re
ch

ne
n 

m
it 

Ve
kt

or
en
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Baumdiagramme und 
 Pfadregeln

A

A

A

P (A ∩ A)

P (A ∩ A)P (A)

P (A)

P (A)

A
_

A
_

A
_

_

P (A ∩ A)
_

P (A ∩ A)
_ _

P (A)
_

P (A)
_

P (A)
_

 ▪  P  (A)  + P  (  ‾ A  )  = 1  
 ▪  P  (A ∩ A)  + P  (A ∩   ‾ A  )  + P  (  ‾ A   ∩ A)   
+ P  (  ‾ A   ∩   ‾ A  )  = 1  

Baumdiagramm

 P  (A)   Wahrscheinlichkeit für das 
 Ereignis  A  

 P  (  ‾ A  )   Wahrscheinlichkeit für das 
Gegenereignis    ‾ A   

 P  (A ∩   ‾ A  )   Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
Ereignis ( A  und    ‾ A   ) eintritt

 A  ‾ A   ≠   ‾ A  A  Variation 
Reihenfolge wird beachtet

 A  ‾ A   =   ‾ A  A Kombination 
Reihenfolge wird nicht beachtet

1. Pfadregel
 P  (A ∩ A)  = P  (A)  · P  (A)   

A

A

A

P (A ∩ A)

P (A ∩ A)P (A)

P (A)

P (A)P (A)

A
_

A
_

A
_

_

P (A ∩ A)_

P (A ∩ A)
_ _

_

P (A)
_

P (A)
_

Pfadmultiplikationsregel 

 P  (A ∩ A)   Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
Ereignis ( A  und  A  ) eintritt

 P  (A)   Wahrscheinlichkeit für das 
 Ereignis  A  

Baum
diagram

m
e/ Pfadregeln
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2. Pfadregel
 P  (A  ‾ A  )   = P  (A ∩   ‾ A  )  + P  (  ‾ A   ∩ A)  

= P  (A)  · P  (  ‾ A  )  + P  (  ‾ A  )  · P  (A)  

A

A

A

P (A ∩ A)

P (A ∩ A)P (A)

P (A)

P (A)P (A)

A
_

A
_

A
_

_

P (A ∩ A)
_

P (A ∩ A)
_ _

_

P (A)
_

P (A)
_

Pfadadditionsregel 

 P  (A  ‾ A  )  
Wahrscheinlichkeit für ein  
Ereignis, in dem sowohl  A  als 
auch    ‾ A    vorkommt

 P  (A ∩ A)  Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
Ereignis ( A  und  A  ) eintritt

 P  (A)   Wahrscheinlichkeit für das 
 Ereignis  A  

Bedingte Wahrscheinlichkeit

A

B

B

P (A ∩ B)

P (A ∩ B)P (A)

PA(B)

PA(B)P (A)

A
_

B
_

B
_

_

P (A ∩ B)_

P (A ∩ B)
_ _

_

PA(B)
_

PA(B)
_

_

_

Baumdiagramm

 P  (A)  Wahrscheinlichkeit für das 
 Ereignis  A 

  P  A    (B)   

Wahrscheinlichkeit für das 
 Ereignis  B  unter der Voraus-
setzung, dass Ereignis  A  schon 
eingetreten ist

 P  (A ∩ B)  Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
Ereignis ( A  und  B  ) eintritt

 B    ‾ B     ∑     

 A  P  (A ∩ B)    P  (A ∩   ‾ B  )   P  (A)  

   ‾ A    P  (  ‾ A   ∩ B)   P  (  ‾ A   ∩   ‾ B  )   P  (  ‾ A  )  
  ∑      P  (B)   P  (  ‾ B  )  1

VierFelderTafel

 Fortsetzung

Ba
um

di
ag

ra
m

m
e/

 Pf
ad

re
ge

ln
Be

di
ng

te
 W

ah
rs

ch
ei

nl
ic

hk
ei

t



Stochastik122

B

A

A

P (A ∩ B)

P (A ∩ B)P (B)

PB(A)

PB(A)P (B)
B
_

A
_

A
_

_

P (A ∩ B)
_

P (A ∩ B)
_ _

_

PB(A)
_

PB(A)
_

_

_

Fortsetzung

Inverses Baumdiagramm
Umgekehrtes Baumdiagramm

 P  (A)  Wahrscheinlichkeit für das 
 Ereignis  A 

  P  B    (A)   

Wahrscheinlichkeit für das Ereig-
nis  A  unter der Voraussetzung, 
dass Ereignis  B  schon eingetre-
ten ist

 P  (A ∩ B)  Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
Ereignis ( A  und  B  ) eintritt

 A    ‾ A     ∑     

 B  P  (B ∩ A)    P  (B ∩   ‾ A  )   P  (B)  

   ‾ B    P  (  ‾ B   ∩ A)   P  (  ‾ B   ∩   ‾ A  )   P  (  ‾ B  )  
  ∑      P  (A)   P  (  ‾ A  )  1

Inverse VierFelderTafel
Umgekehrte Vier-Felder-Tafel

  P  B    (A)   =   P  (A ∩ B)  _______ P  (B)      

=   
P  (A)  ·   P  (A ∩ B)  _______ P  (A)    

 __________ P  (B)      

=   
P  (A)  ·  P  A    (B) 

 ________ P  (B)     

mit   P  (A) , P  (B)  ≠ 0 

Satz von Bayes

 P  (A)  Wahrscheinlichkeit für das 
 Ereignis  A 

  P  B    (A)   

Wahrscheinlichkeit für das Ereig-
nis  A  unter der Voraussetzung, 
dass Ereignis  B  schon eingetre-
ten ist

 P  (A ∩ B)  Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
Ereignis ( A  und  B  ) eintritt

Stochastisch unabhängig
 ▪  P  (A ∩ B)  = P  (A)  ·  P (B)  
 ▪   P  B    (A)  = P  (A)  
 ▪   P  A    (B)  = P  (B)  

Stochastisch abhängig
 ▪  P  (A ∩ B)  ≠ P  (A)  · P  (B)  
 ▪   P  B    (A)  ≠ P  (A)    
 ▪   P  A    (B)  ≠ P  (B)   

Abhängige und unabhängige 
Ereignisse

 P  (A)  Wahrscheinlichkeit für das 
 Ereignis  A 

  P  B    (A)   

Wahrscheinlichkeit für das Ereig-
nis  A  unter der Voraussetzung, 
dass Ereignis  B  schon eingetre-
ten ist

 P  (A ∩ B)  Wahrscheinlichkeit dafür, dass 
Ereignis ( A  und  B  ) eintritt

Bedingte W
ahrscheinlichkeit




