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Vorwort

Vorbemerkungen

Der vorliegende Band „Mathematik, kompetent zur Erlangung der Fachhochschulreife“ ist 

ein Arbeitsbuch für die Fachoberschulen (FOS) der nichttechnischen Fachrichtungen in Nie-

dersachsen und für weitere Bildungsgänge, die zur Fachhochschulreife führen. Das Lehrbuch 

richtet sich nach den Rahmenrichtlinien für das Fach Mathematik in der Fachoberschule vom 

November 2006. 

Das Autorenteam berücksichtigt sowohl die in den Rahmenrichtlinien geforderten inhalts- als 

auch die prozessbezogenen Kompetenzen (modellieren, argumentieren, kommunizieren, nut-

zen mathematischer Werkzeuge und Darstellungen, lösen innermathematischer Problemstel-

lungen sowie das Umgehen mit formalen und symbolischen Elementen). 

Von den Autoren wurde bewusst darauf geachtet, dass die in den Richtlinien aufgeführten 

Kompetenzen und Zielformulierungen inhaltlich vollständig und umfassend thematisiert wer-

den. Damit bleibt den Lehrkräften genügend didaktischer Freiraum, eigene Schwerpunkte zu 

setzen.

Begleitend werden ein Arbeitsheft (ISBN 978-3-8120-2386-3) und eine Formelsammlung 

(ISBN 978-3-8120-1386-4) angeboten. Das Arbeitsheft soll Schüler und Lehrer durch Aufgaben 

zur Wiederholung und Vertiefung unterstützen.

Hinweise und Anregungen, die zur Verbesserung beitragen, werden dankbar aufgegriffen.

Die Verfasser

Der Aufbau dieses Buches

Der Stoff in den einzelnen Kapiteln wird schrittweise  

anhand von Musterbeispielen mit ausführlichen 

Lösungen erarbeitet. Dabei legen die Autoren großen 

Wert auf die Verknüpfung von Anschaulichkeit und 

sachgerechter mathematischer Darstellung. Die 

übersichtliche Präsentation und die methodische 

Aufarbeitung beeinflusst den Lernerfolg positiv und 

bietet dem Schüler die Möglichkeit, Unterrichtsinhalte 

selbstständig zu erschließen bzw. sich anzueignen.
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Beispiel 2

  Gegeben ist die Funktion f mit  f (x) = —   1 __ 3   x 3  + 2  x  2  — 3 x;  x e R  mit Graph  K f . Berechnen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte.

Lösung
Ableitungen:  f ′ (x) = —  x 2  + 4 x — 3;  f ″ (x) = — 2 x + 4
Hinreichende Bedingung für Extremstellen:  f ′ (x) = 0 ⋀ f ′' (x) ≠ 0 Notwendige Bedingung: f ′ (x) = 0                                                       —  x 2  + 4 x — 3 = 0 Stellen mit waagrechter Tangente:    x 1  = 1;   x 2  = 3
Nachweis durch Einsetzen der x-Werte in f ″ (x)
f ″ (1) = 2 > 0:   f hat in  x = 1  ein (relatives) Minimum,     K f  hat einen Tiefpunkt an der Stelle   x 1  = 1.f ″ (3) = — 2 < 0:   f hat in  x = 3  ein (relatives) Maximum,     K f  hat einen Hochpunkt an der Stelle   x 2  = 3.
Mit  f (1) = —   4 __ 3    und  f (3) = 0  erhält man: 

Tiefpunkt T  ( 1  | —   4 __ 3      ) ; Hochpunkt H (3 | 0)

Schaubild  K f :

Aufgaben

1 Untersuchen Sie das Schaubild  K f   auf Hoch- und Tiefpunkte. Wo schneidet  K f  die x-Achse? Skizzieren Sie  K f  in ein Achsenkreuz.
a) f (x) =   1 __ 2   x 3  —  x 2  —   5 __ 2  x + 3  b) f (x) = —  x 3  + 3x — 2 c) f (x) =   3 __ 8    x 3  —   3 __ 4    x 2 

2 Berechnen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte von  K f .a) f (x) = —   1 __ 4    x 2  + x — 2 b) f (x) =   1 __ 6   ( x 3  — 9 x) c) f (x) =  x 3  —    3 
__ 2    x 2  + 5

3 Die Abbildung zeigt den Graphen  K f  einer  Funktion 
f mit f (x) = a x 3  —   1 __ 2   x 2  —   5 __ 4  x +   3 __ 2  .

  Bestimmen Sie a mithilfe der  Zeichnung.
 Ermitteln Sie Hoch- und Tiefpunkt von  K f .
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Jede Lerneinheit endet mit einer umfassenden Anzahl 

von Aufgaben. Diese sind zur Ergebnissicherung und 

Übung gedacht, aber auch als Hausaufgaben geeignet. 

Kompetenz orientierte Fragestellung mit unterschiedli-

chem Schwierigkeitsgrad ermöglichen es dem Schüler, den 

Stoff zu festigen und zu vertiefen. Beispiele und Probleme 

aus dem Alltag und aus der Wirtschaft stellen einen prak-

tischen Bezug her. 

Eine Differenzierung der Aufgaben ist durch Farben bzw. 

Rechnerlogo gegeben; 

rot: Aufgaben mit gehobenem Niveau

Zur Lösung ist ein GTR (CAS) empfohlen oder nötig.

Für Aufgaben mit dem Download-Logo  stehen ausführli-

che Lösungen zum  Download bereit. Sie finden diese im 

Downloadbereich zum Buch auf unserer Website  

http://www.merkur-verlag.de.

Definitionen, Festlegungen, Merksätze und mathema-

tisch wichtige Grundlagen sind in Rot gekennzeichnet.

Grundwissen: Die Schüler in der Fachoberschule kom-

men aus verschiedenen Schularten mit unterschiedlichen 

Vorkenntnissen.

Um die Schüler dennoch möglichst schnell auf ein 

gleiches Wissensniveau zu bringen und damit gleiche 

Ausgangsbedingungen für den Mathematikunterricht zu 

schaffen, gibt es ein umfangreiches Kapitel zur Wieder-

holung der grundlegenden Rechentechniken und aller 

mathematischen Grundlagen aus der Mittelstufe.

Die Heftklammer im Lehrbuch mit Seitenangabe weist 

auf einen entsprechenden Abschnitt im Kapitel Grund-

wissen hin.

Die Aufgaben „Modellierung einer  Situa tion“ und „Test 

zur Überprüfung Ihrer Grundkenntnisse“ werden  

im Anhang ausführlich gelöst.
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Aufgaben 

1 Ein Unternehmen stellt Glaskugeln für Großabnehmer her. Die Gesamtkosten in Abhängigkeit der produzierten ME x lassen sich beschreiben durch K(x) =  0,1  x  3   — 5  x  2   + 125x + 900.
a) Ermitteln Sie die durchschnittlichen Gesamtkosten auf [0; 10].b) Berechnen Sie die durchschnittlichen variablen Stückkosten für 10 ≤ x ≤ 30.Interpretieren Sie Ihr Ergebnis aus ökonomischer Sicht. 
c)  Der Erlös lässt sich beschreiben durch E(x) = — 2,5  x  2   +350x.

Wie groß ist der duchschnittliche Erlös auf [10; 20]?
d) Bestimmen Sie im Intervall [20; 50] die durchschnittliche Differenz zwischen dem tatsäch-lich erzielbaren Marktpreis und den jeweiligen variablen Stückkosten.
2 Eine Firma produziert einen neuen MP3-Player. Die wöchentlichen Verkaufszahlen werden beschrieben durch f(t) = —  t  2  + 20t ; t ≥ 0.

Wie viele MP3-Player werden in den ersten 10 Wochen durchschnittlich pro Woche ver-kauft?

3 Ein Supermarkt führt eine neue Zahnpasta ein. In einem Modell beschreibt die Funktion f der Form f(x) =  —   
1
 ___ 20   x 2  + 6x + 2   die Entwicklung der wöchentlichen Verkaufszahlen. Dabei ist x die Zeit in Wochen nach der Einführung, f(x) die verkaufte Stückzahl innerhalb der Woche x.

a) Bestimmen Sie näherungsweise, wie viel Tuben Zahnpasta der Supermarkt in den ersten 52 Wochen durchschnittlich pro Woche verkauft. 
b) Nach einem halben Jahr  sind insgesamt mehr als 1800 Tuben verkauft. Überprüfen Sie die Behauptung.

4 Die Entwicklung des Heizölpreises im Laufe eines 
Jahres (in Euro pro 100 ℓ bei einer Abnahme von 
3000 ℓ) wird modelliert durch  
f (t) = — 0,03  t 3  + 0,49 t 2  — 1,76 t + 54,5  
(t in Monaten;  t = 0 ≙ 1. Januar). 
Bestimmen Sie den höchsten und den niedrigsten 
Heizölpreis im Jahresverlauf.
 Ermitteln Sie den Durchschnittspreis im Laufe dieses Jahres.

5 Die Funktion G * mit
G * (x) = —   1 __ 4    x 3  + 2  x 2  + x — 8; 
x in Jahren, G * (x) in GE/Jahr, 
beschreibt den jährlichen Gewinn in 
den letzten 8 Jahren. Der gesamte 
Gewinn G dieser 8 Jahre lässt sich mit-
hilfe der Fläche zwischen dem Schaubild 
von G * und der x-Achse veranschauli-
chen. Berechnen Sie G. 
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Exponentialfunktionen

Aufgaben

1 Untersuchen Sie das Schaubild  K f  von f auf Extrem- und Wendepunkte. Bestimmen Sie die Gleichung der Asymptoten vom  K f . Skizzieren Sie  K f . a) f(x) = 0,5x e — x    b) f(x) =   1 __ 
8

    e 3x  — 2x   c) f(x) = (x — 1) e 0,2 

2 Zeichnen Sie das Schaubild von f mit f(x) = 3(2x — 1)  e  x    und die Tangente im Kurvenpunkt P (0,5 | f(0,5)) in ein Koordinatensystem ein. 
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente im Kurvenpunkt P.

3 Gegeben ist die Funktion f durch  f(x) =   e  0,5x  (x — 3); x ∈ R.  
Bestimmen Sie die Wertemenge von f. Untersuchen Sie das Schaubild  K f  von f  auf Wendepunkte und geben Sie die Gleichung der Wendetangente an.

4  K f  ist das Schaubild der Funktion f mit f (x) = — 4  x  2    e  x  ; x ∈ R. a) Zeigen Sie: f ′(x) = — 4(  x  2  + 4x + 2)   e  x  . 
Berechnen Sie die Koordinaten der lokalen Extrempunkte. 

b) Zeigen Sie: Die Tangente an  K f in x = — 1 verläuft durch den Ursprung.c)  K f  schneidet die Parabel mit der Gleichung y = —  x 2 in zwei Punkten. Berechnen Sie die Koordinaten dieser Punkte.

5 Die Abbildung zeigt das Schaubild einer 
Funktion f (siehe Anlage im Anhang).
Skizzieren Sie das Schaubild von 
f′ und von f′′ in das Koordinatensystem ein.
Erläutern Sie Ihre Vorgehensweise.

6 Für den Verkauf der T-Shirts lautet die Gewinnfunktion: G(x) = 10x e — 1__
10  x .

Zeigen Sie, dass der Grenzgewinn mit G′(x) = 10 e — 1__
10  x — x e — 1__

 10  x beschrieben wird. Berechnen Sie die Gewinnschwelle und das Gewinnmaximum.Bestimmen Sie die Wendestelle von G und interpretieren Sie ihre ökonomische  Bedeutung.

7 Der Verlauf einer Virusinfektion wird beschrieben durch  f  mit  f (t) =  t  2e  —
t__
3   ; t ≥ 0.f(t)  ist die Anzahl der Infizierten in 100, t ist die Zeit in Wochen.a) Berechnen Sie die Maximalstelle von  f  exakt. 

b) Machen Sie eine begründete Aussage über die Anzahl der Wendestellen von  f. c) Die Anzahl der Infizierten beträgt höchstens 400. Nehmen Sie Stellung.d) In welchem Zeitraum sind  mindestens 200 Infizierte vorhanden?

8 Der Hersteller einer bekannten Automarke rechnet für ein Produkt mit der Nachfrage-funktion  p   N mit  p    N(x) =  x  e 1 — 3x; 0 ≤ x ≤ 1,4; x in ME,  p   N(x) in GE / ME.Eine Nachfragefunktion ist streng monoton fallend. Ermitteln Sie unter dieser Bedingungden ökonomisch sinnvollen Definitionsbereich für die Nachfragefunktion und das zugehö-rige Intervall der Nachfragepreise. 
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Kosten, Erlös und Gewinn bei Angebotsmonopol 

Beispiel 1

 Für die Preis-Absatz-Funktion  p N eines Monopolisten gilt:   p N (x) = — 3 x + 90. K mit  K (x) =  1___
60 ( x3 — 30  x  2 + 1860 x + 1400)  beschreibt für  x ≥ 0  die Gesamtkosten. a) Bestimmen Sie den maximalen ökonomisch sinnvollen Definitionsbereich. b) Bei welcher Absatzmenge wird der größte Gewinn erzielt? Wie hoch ist dann der Marktpreis?  

Lösung
a) Ökonomisch sinnvoller Definitionsbereich:

Aus   p N (x) = — 3 x + 90 = 0  ⇔  x = 30  folgt   D ök = [0; 30].
b) Aus   p N (x) = — 3 x + 90  und  E (x) =  p N (x) · x

erhält man die Erlösfunktion E mit:   E (x) = — 3 x 2 + 90 xGewinnfunktion G mit  G (x) = E (x) — K (x):   G (x) = — 1___
60 ( x3 + 150  x  2 — 3540 x + 1400) Gewinnmaximale Ausbringungsmenge 

Bedingung: G' (x) = 0 ⋀ G ''(x) < 0 
 G' (x) = 0                — 1___

60 (3 x 2 + 300x — 3540) = 0  ⇔ x 2 +  100x — 1180 = 0Lösung mit pq-Formel:                                     x 1 ≈ 10,66;    x 2 ≈ — 110,66 < 0 x 1 ≈ 10,66  ist die einzige sinnvolle Lösung. 
Maximaler Gewinn:                                            G max = G (10,66) = 301,32Gewinnmaximaler Preis 
Der maximale Gewinn wird in   x max = 10,66  erwirtschaftet.
Angebotspreis bei maximalem Gewinn:
Einsetzen von  x max in   p N (x) = — 3 x+ 90  
ergibt:   p c =  p N (10,66) = 58,02
Gewinnmaximaler Preis: 58,02 GE/ME

Dieser Preis wird auch Cournot’scher Preis 
genannt. Der Punkt C (10,66 | 58,02) heißt 
 Cournot’scher Punkt. Legt der Monopolist 
seinen Verkaufspreis auf 58,02 GE pro ME 
fest, so erzielt er den größten Gewinn. (Vergleichen Sie auch Seite 125.)

Beachten Sie

Die Gerade mit der Gleichung  x =  x max   schneidet das Schaubild der  Preis-Absatz- Funktion im Cournot’schen Punkt C (  x c  |  p c ).
Die x-Koordinate des Cournot’schen Punktes bezeichnet die Absatzmenge, bei der der  maxi male Gesamtgewinn erzielt wird, die y-Koordinate von C ist der zugehörige Stückpreis. Gewinnmaximale Absatzmenge:    x max  =  x c 
 Gewinnmaximaler Preis:  p c  =  p N  ( x c ) =   

E (  x c )
 

_____   x c     .
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VI Grundwissen

1    Intervalle als Teilmengen der reellen Zahlen
Beispiele
[0; 5]  = {x e R | 0 ≤ x ≤ 5} alle reellen Zahlen von 0 bis 5, einschließlich 0 und 5]— 2; 2] = {x e R | — 2 < x ≤ 2} alle reellen Zahlen zwischen — 2 bis 2,   ausschließlich — 2 und einschließlich 2]1; 6 [ = {x e R | 1 < x < 6} alle reellen Zahlen größer als 1 und kleiner als 6[1; ∞ [ = {x e R  | x ≥ 1 } alle reellen Zahlen größer oder gleich 1 

Geschlossenes Intervall:  [a; b] = {x e R | a ≤ x ≤ b}

Offenes Intervall:  ]a; b[ = {x e R | a < x < b}

Halboffenes Intervall:  [a; b[ = {x e R | a ≤ x < b}

  Aufgaben

1 Schreiben Sie als Intervall.
a) {xeR | 0 ≤ x ≤ 4} b) {xeR | x ≤ 2,5} c) {xeR | — 2 < x < 1} d) {xeR | 1 ≤ x < 7}
2 Stellen Sie das Intervall in Mengenschreibweise dar.
a) [— 2; 3]  b) ]— 5; 1] c) ]— ∞ ; 3]  d) ]1; 10[

3 Beschreiben Sie die markierten Mengen.
a) [ ]

 0  3 R
b) [

 1  6
[

R
c) ]

 5 R
d) []

— 2  6 R

[                               
                              
]

a b R

[                               ]
b Ra

[                               

]

b Ra
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Beispiel 3

  Wo schneidet das Schaubild von f die x-Achse?
a) f (x) =  x 2  + 3 x + 2 b) f (x) =  x 2  + 3 x +   9 __ 4   c) f (x) =  x 2  + 3 x + 4
Lösung
Bedingung für die Nullstelle:  f (x) = 0
Lösung mit Formel
a)   x 2  + 3 x + 2 = 0

 x 1|2  = —   3 __ 2   ±  √ ________

   (   3 __ 2   )  2  — 2     

D =   (   3 __ 2   )  2  — 2 =   1 __ 4   > 0
 x 1  = — 2;  x 2  = — 1
zwei einfache Lösungen

b)   x 2  + 3 x +   9 __ 4   = 0

 x 1|2  = —   3 __ 2   ±  √ ________

   (   3 __ 2   )  2  —   9 __ 4       

D =   (   3 __ 2   )  2  —   9 __ 4   = 0
 x 1|2  = —   3 __ 2  
eine doppelte Lösung

c)  x 2  + 3 x + 4 = 0

 x 1|2  = —   3 __ 2   ±  √ ________

   (   3 __ 2   )  2  — 4  

D =   (   3 __ 2   )  2  — 4 = —   7 __ 4   < 0

keine Lösung
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D < 0

2 einfache Nullstellen doppelte Nullstelle keine Nullstellen

Beachten Sie

Lösung der Gleichung  x 2 + p x + q = 0 mithilfe der pq-Formel: x 1|2 = — 
p__
2 ± √

________

( p__
2 )2

 — q D =  ( p__
2 )2

 — q heißt Diskriminante.
Die Anzahl der Lösungen einer quadratischen Gleichung hängt von der                                                     Diskriminante D ab.  

                             D > 0                         D = 0                          D < 0                    zwei Lösungen       eine (doppelte) Lösung       keine Lösung

Weitere quadratische Gleichungen:  
Lösung durch Ausklammern:
 x 2 — 3 x = 0
x (x — 3) = 0
 x 1 = 0;   x 2 = 3
Lösung durch Wurzelziehen:
— 1__

2  x 2 + 1 = 0  ⇔ x 2 = 2  
 x 1|2 = ± √

__
2  

Seite 476

Beachten Sie

a  x 2 + b x = 0 
Ausklammern von x:  x (a x + b) = 0
Satz vom Nullprodukt:
x = 0  ∨  a x + b = 0

a  x 2 + c = 0 
Umformen: x 2  = — c__

a
Lösungen für  —  c__

a > 0  durch  Wurzelziehen.

Seite 476
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3    Quadratische Funktionen 

 Modellierung einer Situation

Die Firma Waldner stellt unter anderem ein medizini-
sches Gerät her.
Die Herstellungskosten sind in der Tabelle aufgelistet. 

Menge in Stück 0 10 30 40
Herstellungskosten K (x) in 1000 € 8 18,25 98,75 169

Eine Marktuntersuchung ergibt einen mittleren Ver-
kaufspreis von 2425 € pro Stück.
Überraschend meldet sich ein chinesischer Konkurrent 
mit einem vergleichbar leistungsfähigen Gerät auf dem 
Markt und bietet das Gerät für 1825 € an.
Die Geschäftsleitung erwartet von Ihnen eine fundierte 
Analyse der Situation und Aufschluss über die Produk-
tionszahl.

Ein weiteres Anliegen der Geschäftsleitung ist es, den 
Eingang der Prduktionshalle mit einem rechteckigen 
Firmenschild zu versehen. Dies soll möglichst groß in 
eine dreiecksförmige Fläche (siehe Skizze) eingepasst 
werden. Ein Betrag von 4000 € ist eingeplant.
Reicht der Betrag aus, wenn das Schild 900 € pro  m 2
kostet?

Bearbeiten Sie diese Situation, nachdem Sie die 
rechts aufgeführten Qualifikationen und Kompe-
tenzen erworben haben.

4 m

Waldner
   GmbH

5 m

Qualifikationen & Kompetenzen
•  Realitätsbezogene  Zusammenhänge

mit quadratischen Funktionen 
beschreiben, darstellen und deuten

•  Schnittpunkte berechnen
• Lineare Gleichungssysteme lösen
• Bedeutung der Koordinaten 

 erfassen

Ganzrationale Funktionen 3. und 4. Grades  
159

 Test zur Überprüfung Ihrer Grundkenntnisse

1 Berechnen Sie die Lösungen der folgenden Gleichung.
a) 0,125  x  3  — 3 x = 0
b) — 2  x  3  +  x 2  + x = 0
c)  x 3  — 3  x  2  — x + 3 = 0

2 Gegeben sind die Kostenfunktion K durch  K (x) = 0,5  x  3  — 3  x  2  + 9 x + 5  und die Erlösfunktion E mit  E (x) = 7,5 x.  
a) Zeigen Sie, dass gilt: G(x) = — 0,5  x  3  + 3  x  2  — 1,5 x — 5 

Berechnen Sie die Gewinnzone.  
b) Zeigen Sie: Die variablen Stückkosten betragen mindestens 4 GE/ME.c) Prüfen Sie, ob die Gerade mit der Gleichung  y = 4,5 x + 5 Tangente an die Kostenkurve ist. Welche Bedeutung hat die Geradensteigung?

3 Der Gewinn der Zurga AG lässt sich modellieren durch die Funktion G mitG(x) = a x 3 + 20 x 2 + 3x + d.  
Bestimmen Sie a und d, wenn folgendes bekannt ist: 
Die Gewinnschwelle liegt bei 4 ME. Werden 5 ME verkauft, wird ein Gewinn von 61 GE erzielt.

4 Die Abbildung zeigt den Graphen einer Funktion 
für x ≥ 0.

a) Zeigt die Abbildung eine ertragsgesetzliche 
Kostenkurve? Begründen Sie.

b) Skizzieren Sie den Graphen einer quadrati-
schen Erlösfunktion E in die Abbildung ein, 
wenn [1; 3] die Gewinnzone ist.
Verwenden Sie die Kopiervorlage im Anhang.

c) Bestimmen Sie einen Funktionsterm der 
Erlösfunktion. 

5 Die Gesamtkosten in GE für die Herstellung eines Produktes, für das der Hersteller ein Monopol besitzt, sind gegeben durch die Funktion K mit  K (x) = 0,05 x 3 — 1,2  x 2 + 10 x + 156.Die Erlösfunktion E ist gegeben durch  E (x) = — 1,25 x 2 + 50 x;  x in ME. a) Zeichnen Sie die Schaubilder der Kostenfunktion und der Erlösfunktion in ein geeignetes Koordinaten system. 
b) Berechnen Sie die Gewinngrenze, wenn die Gewinnschwelle bei 4 ME liegt.c) Der maximale Erlös wird bei 20 ME erzielt. Überprüfen Sie.
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