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I. Grundlagen Analysis

3. Parabel schneidet die X-Achse, eine Gerade bzw. eine weitere Parabel

Hierdurch erhilt man stets eine quadratische Gleichung, b+ /bz _4.a-c
welche durch die abe- oder pq-Formel gelost wird. abe-Formel : 2
Dabei wird der Term unter der Wurzel als 5
Diskriminante (D) bezeichnet. pq-Formel : _Ei (Ej —-q
Deren Vorzeichen entscheidet iiber die Anzahl an 2 2
Losungen der Gleichung und damit iiber die Anzahl der Schnittstellen.
Parabel und X - Achse (im Fall D > 0)
Beispiel: y = x* —x -2
Ansatz : x?=x—2 =0 (0 fur yeinsetzen)
abc-Formel oder pq-Formel
(D) —41-(-2) R
X2 = 21 X, ==(=0,5)£+/(=0, 5)2 -(-2)
1+9M>0) 1+
= ; ): 23 =0,5+2,25(D>0)=0,5+1,5
X ==1; X,=2 (2 Losungen) X=0,5-1,5=-1 x,=0,5+1,5=2

Parabel und Gerade (im Fall D = 0)

Beispiel: y = x> — x+1,25 (Parabel); y=Xx+0,25 (Gerade)

Ansatz : x> —x+1,25 = x+0,25 (gleichsetzen)
x> —2x+1=0
abc-Formel oder pq-Formel
—(-2)*£+/(=2)" =4-1-1
12 = 21 Xl/z:_(_l)i\](_l)z_l

2+ J0@=0) 2+0

: =1 =1+.J0(D=0)=1£0
X

=1 (1 Lésung) X, =120=1

Parabel und weitere Parabel (im Fall D <0)

Beispiel: y=x>—x+1,25; y=-x>+3x-1,75

Ansatz : x*—x+1,25=-x"+3x-1,75 (gleichsetzen)
2x* —4x+3 =0
abc-Formel oder pq-Formel
()4 —4:23 S —
12 = = ) X, =—(-D% (_1)2 -L5

4+, /-8 (D<
= # (0 Losungen) =1+,/-0,5(D<0)

Bk
14 [=] 2
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I. Grundlagen Analysis

Ubersicht: Gegenseitige Lage in Abhiingigkeit von der Diskriminante (D)

Parabel und x-Achse
\\ 4y / \ |4y / \ 4y /
, \ / ,
\ / N /
L \ap’ |
1
0 iy 0 il 0
\ + / : T
Parabel und Gerade
\ v )4 HEN [T X \ |4y /
s yd 5 yd 5 /
\ /] \ i \ / pd
// // //
pd 4 Pl
b 4 N / N V4
//J' I // T //
pd X A X yd X
PERD - 1 /0 ~ L [o] £ _
7 ; / P
T // T //l
L/ 7
Parabel und weitere Parabel
\ v / R / Y /
\° / \ / \ /
/ N\
MA h \ A
/ \
d X / N\ X
'K \ | 1 [ol/ \s [ 1 |o "
/l \ =T
\ / \
/ \
D=
D>0 . 0 D<0
. 1 Losung, .
2 L3sungen, . 0 Losungen,
. 1 Schnittstelle .
2 Schnittstellen . 0 Schnittstellen
(Bertihrstelle)

Hinweis: Umrahmt ist jeweils die auf der Vorseite berechnete Situation.
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I. Grundlagen Analysis

2. Funktionen

2.1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

1. Grades (Geraden)

2. Grades (Parabeln)

Hauptform: y =mx-+b

Vorgehen zum Einzeichnen:

_hoch/ runter ,.y-Achsen -
" rechts abschnitt*
Steigung aus 2 Punkten: m = Y

X=X

Steigungswinkel aus Steigung bestimmen:
m = tan(r)

Parallele Geraden:
m, = m, (gleiche Steigung)

Senkrechte (orthogonale) Geraden:
Steigungen sind negative Kehrwerte

. 1
voneinander: m, = —— bzw. m,-m, = -1
1

1. Winkelhalbierende: y=x (m=1)
2. Winkelhalbierende: y =—x (m=-1)

Allg.: f(x)=ax’+bx+c

Scheitelpunkt-Ansatz:
f(x)=a-(x—x)*+y, mit S(X,|Y,)

a>0: nach oben gedffnet bzw.

Verlauf von II nach I

a<0: nach unten gedffnet bzw.

Verlauf von III nach IV

Schnittpunkt mit y-Achse: S (0|c)

Bei Symmetrie zur y-Achse:
f (x) = ax’ + ¢ (nur gerade Hochzahlen)

K,: y =X (1. Winkelhalbierende)
K,:y=-15 K;: x=2,5

J

NGt [ 4y \ Ty /
19| K, \! 5 I/
\ /
/
/L \ /
N |/ i \NERa .
/ \ /[ 11/ \lh
\ I A4 1
B -2 -1 1 i3 R 0 1 ]
K, By \
/K, Al \
> K, olf \
/
) \
K,: y:lx+2 K,: y:—%x+1 Ky f(=x K1 g(x)=2x"-2

K,: h(x)=-2(x=3)"+2
K, :i(x)=-0,5x> —2x-2

16
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I. Grundlagen Analysis

3. Grades

4. Grades

Allg.: f(x)=ax® +bx* +cx+d
a>0: Verlauf von III nach I
a<0: Verlauf von Il nach IV
Schnittpunkt mit y-Achse: S (0]d)

Ansatz bei Symmetrie zum Ursprung:
f (x) = ax’ +cx (nur ungerade Hochzahlen)

Allg.: f(x)=ax* +bx* +cx’ +dx+e
a>0: Verlauf von Il nach I

a<0: Verlauf von Il nach IV
Schnittpunkt mit y-Achse: S, (0e)

Ansatz bei Symmetrie zur y-Achse:
f(x) = ax* +cx* +e (nur gerade Hochzahlen)

#y [ / 1| WA
) VL]
! \ |
_ / \ [/ [
K \ [ 1/
/ /%\1 \ \ / i i
é \ /\\ ;
/3 2 11 0 1 A 4 5 | 2] 1 |o /1 v A
/ [ ke & :
AN A | [ \\
| l |
Ki: f(x)=x"=x*+2 K,: f(x)=x*

1, 9
K : X)=—X ——X
¢ 9(%) 25 732

K, g(x)=0,5x"-2x*+3
K, : h(x)==x"+2x -1

K, : h(x)=-x’+5x>=7x+3

Tipp (fiir alle ganzrationalen Funktionen)
a>0: Verlauf von ... nach I (,,endet oben®)

a<0: Verlauf von ... nach IV (,,endet unten®)

Die Quadranten

i

y =<

17



I. Grundlagen Analysis

2.2 Der Nullstellenansatz und die Vielfachheit von Nullstellen

Beispiele

K

/

\@W
™

~

N

\_| 7}
VX,

4

3| 2

1\ 2

/4 5

5
/|

|

A

3
|

/
[l 1 1]

K, :f(x)=0,5-(x+5)-(x+3)

K :g(x)=-0,8-(x+1)-

Aufbau des Nullstellenansatzes (am Beispiel)

X)=—0,8-(x+1)-(x=1)’
9005, ()03l

|
(x—1)°

K, h(X)=2-(x—4)°

Verlauf X, =—1 Xi/2/3 = +1
von III ist einfache ist dreifache
nach IV Nullstelle Nullstelle
Ubersicht (fiir ganzrationale Funktionen)
Vielfachheit Faktor im . .
Nullstelle Nullstellenansatz sl PRI
A
Yy 1 31
Einfache R Schaut;ﬂi :}cllsleneldet
Nullstelle: = (X=X)- | -
X OO = (X=Xo) o hd (mit Vorzeichen-
0 o\ wechsel VZW)
A v
Doppelte Schaubild beriihrt
Nullstelle: | f(x)=...-(x=%,)"-... N X-Achse
X N il (ohne VZW)
A v
Dreifache Schaubild schneidet
Nullstelle: | f(x)=...-(x=x,)’ -... /t—4d | und beriihrt x-Achse
X, X > (mit VZW)
/ U
OFAD)
¥
18 [=]
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I. Grundlagen Analysis

4. Differenzialrechnung

4.1 Ableitungsregeln

Nr. Beispiel Vorgehen
Elementarregeln
f(x) =x°
f'(x)=5-x""=5x*
f(x) =x f(x) = 5 Exponent
1 f/(x) =2x (: 2- xl) £/(x) = Exponent - x Exponent—1
f(X) =x (: Xl) (Potenzregel)
’ \L 0
f'o=1 (=1-x"=1-1)
f =e )
2 ,(X) ex Abschreiben
f'(x)=e
3 f ,(X) = sin(X) sin
f’(X) = cos(X)
—COS Cos
f(X) =cos(X) —sin
4 f/(x) = —sin(X) (ImUhrzeigersinn!)
Vorgehensregeln
f(x) =3-% ,Zahlen“mit - oder : ,bleiben*
S| (X) =3-2X = 6X (Faktorregel)
f(x) =x+2 . .
6 | £(x)=2x »Zahlen“mit + oder — ,verschwinden®
s + und — Zeichen unterteilen die Funktion
7 I,(X) =2X - :‘X in Teilfunktionen, welche einzeln abgeleitet werden
() =2x - (Summenregel)
=]z
34 (=]
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I. Grundlagen Analysis

Nr. Beispiel Vorgehen
Anwendungen der Kettenregel
g | F0 = f(x) =ek
f/(x)=2-e> f/(x)=k e
0 f(x) =sin(2x) f(x) =sin(kx)
f7(x)=2-cos(2x) f/(x) =k - cos(kx)
1 f(x) =cos(2x) f(x) =cos(kx)
f'(x)=-2-sin(2x) f(x) =—k - sin(kx)

Die allgemeine Kettenregel, aus welcher sich die Regeln 8-10 ergeben, lautet:

f(x) =u(v(x))

f'(x)=

u’(v(x))

V'(X)

AuRere Ableitung - Innere Ableitung

35



I. Grundlagen Analysis

4.2 Tangente

1. Aufgabentyp (Tangente im Kurvenpunkt)

Gegeben ist die Funktion

f mit f(x)=x"+0,5.

Bei dem x-Wert 1 wird eine Tangente
und an das Schaubild angelegt.
Berechnen Sie deren Gleichung.

w

N

el
[N
\'/

\ A8

Vorgehen: Ermittlung einer Tangente im Kurvenpunkt

(geg. f(x) und x-Wert des Kurvenpunktes)

1. y-Wert des Kurvenpunktes berechnen

(Einsetzen in f (X))

f()=1"+0,5=15 —P(1|L5)

2. Tangentensteigung berechnen

(Einsetzen in f'(X))

f/(x) =2x
f')=21=2 (=m,)

3. Tangentengleichung berechnen

(Einsetzen in y =m- X +b)

y =m -x+b

L5=2-1+b

L5=2+b |2
-0,5=D

= Tangente: y =2X—-0,5

Alternative: Durch Einsetzen in die nachfolgende Punkt-Steigungs-Form (siche
Merkhilfe) kann alles in einem Schritt ausgefiihrt werden:

Formel (allg.): y=f’(u)-(x=u)+ f(u)
Einsetzen : y=f'(1)-(x=1+ f(1)

36

y=2-(x-1)+15
y=2x-0,5 (Tangente)

E .

(mit u als Beriihrstelle)

=]

[C1].5=5 2
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I. Grundlagen Analysis

5.2 Flidchen zwischen Schaubild und x-Achse
1. Fliache oberhalb der x-Achse

Beispiel ry
Gegeben ist die Funktion f mit f (x) = —x* +1. )
Welchen Inhalt besitzt die schraffierte Fliache?
AT ™ K
Ansatz "‘( "‘ f .
b >
b
A=[T0O0dx=[FOO]. =F(b)-F(a) 10 N2
: /| AL
Losung
‘ 1 b 1
A= [(—x +1)dx ={——x3 +x} =——P+1- (——-(—1)3 +(—1)] ~1,333 FE
e 3 ., 3 3
T —_ —_
Rechte Grenze  aufleiten Rechte und linke
nach oben, Grenze in Stammfunktion Merkregel
linke nach unten einsetzen,

. . rechte Grenze
voneinander subtrahieren A= ‘[ (Funktionsterm) dx

linke Grenze

2. Fliche unterhalb der x-Achse

\ 4 /
Yy
Unterschied \ ) /
1 \ /{ i
A= —j f (x)dx 1 x
-1 Mol [ 2 [
. . N 4
Minuszeichen beachten! i 12
Sonst: negatives Ergebnis

Hinweis: Falls Sie fiir das Integral ein negatives Ergebnis erhalten, konnen Sie fiir den
Wert des Flacheninhaltes einfach den entsprechenden positiven Wert nehmen.

on
52 =

www.mvurl.de/gign

[=]

5



I. Grundlagen Analysis

3. Zusammengesetzte Fliche

Beispiel : Gegeben ist die Funktion f mit f (X) = % X — é o g X. Welchen Inhalt besitzt
die schraffierte Flache?

Vorgehen (am Beispiel) by [

w

1. Nullstellen bestimmen
f(X)=0 - % =-2;x,=0; X, =2,5

2. Teilflicheninhalte bestimmen AN 1 1S P

0 ,
A, = | f(xX)dx=1,56; I | >

! _-[ 9 T 3 [ L1 ol 3 | 4
25 /
-1

AZ:.[—f(x) dx =2,82; / i

0 2
A3=j f(x) dx = 0,57 |

2,5

3. Gesamtflicheninhalt bestimmen
A=A +A,+A;=1,56+2,82+0,57=4,95

Von Nullstelle zu Nullstelle integrieren!

Ansonsten werden positive und negative
Integralwerte zu einer
,»Flachenbilanz* verrechnet.

4. Interpretation von Flicheninhalten

Der Inhalt der markierten Flache gibt an ...

Beispiel 1 Beispiel 2
ufiussgeschwindigkeit (in fs) b Momentane Fahrige L‘\Wi‘\uig‘rke" @ ms ]|
4 4
El El
17 —rl
\ 7Zei‘t (in sz Zeit (in sz
1| 23] a5 |6 o 1] 23] a5 6]
HEEEEEEEREE [T T IT
... welche Wassermenge (in 1) innerhalb ... welche Strecke (in m) innerhalb
von 5 s zugeflossen ist. von 5 s zuriickgelegt wurde.

Tipp : Einheit Integral (,,Fliche*)= Einheit Funktion - Einheit Variable (z.B. m= m. S)
S

53



I. Grundlagen Analysis

5.3 Flidchen zwischen zwei Schaubildern

1. Einzelfliche

Beispiel )\

Gegeben sind die Funktionen f mit f(x)=—x>+1

und g mit g(X) =x—1. y

A A

Welchen Inhalt besitzt die schraffierte Flache? 2 A1l 1 2

Ansatz

—
=
N
|

b
A =j( f(x)— g(x))dx

Losung

Rechte Grenze  Oberer Funktions -

nach oben, term minus unterer  eventuell
linke nach unten Funktionsterm  vereinfachen aufleiten
\ / — —

AZJ;((—XZ+1) - (X—l))dx = j;(_XZ—X+2)dX - {_%Xz_%xz_'_lez

1, 1 1 1
= P P421 = | == (=2 == (-2)*+2-(-2) | = 4,5FE
) 3 [ ) (-2) 3 (-2) ( )j

—>

Rechte und linke
Grenzein

Stammfunktion Merkregel
einsetzen,

VOneinander rechte Grenze
subtrahieren A= I (oberer Funktionsterm —unterer Funktionsterm) dx

linke Grenze

Bemerkung (Lage zur X - Achse)

Bei einer Flache, die zwischen zwei Schaubildern liegt, ist es hingegen vollig unerheblich,
ob sich diese oberhalb oder unterhalb der x-Achse befindet.

O 0|

54 (=17
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I1. Basisubungen zur Analysis

Aufgabe 12 : Skizzieren Sie die Schaubilder in das Koordinatensystem.

K, :f(x)=—(x+7) K, g(0)= (x+5)*-(x+3)’
K, :h(x)= x’ K, : iX)=—(x=3)-(x=4)-(x=5)-(x—6)
1 y
1
8 7 6 5 4 3 2 -1 |0 1 2 3 4 5 6 >
-1
Aufgabe 13 by IR I
Ermitteln Sie die Funktionsgleichung \ 1 / !
zum nebenstehenden Schaubild mit x
Hilfe des Nullstellenansatzes. -1 |0 2 | 3 4 |
NN /
N\ /
] /
\\
g
Aufgabe 14 : Untersuchen Sie auf Asymptoten wie im Beispiel.
Funktion Asymptote fiir X — 400 fiir X — —oo

a) f(x)=e"-2 y=-2
b) f(x)=1+e~

c) f(x)=2""-2x~-1

d) f(x)=e"—x+1

e) f(x)=e"—2e"+x

I
LT B

63



I1. Basisubungen zur Analysis

Aufgabe 15: Erginzen Sie die folgenden Sitze.
a) Das Schaubild der Funktion g mit g(x) =—2e* —1 entsteht aus dem Schaubild von f mit
f (x)=e" durch Spiegelung an der _ -Achse, durch Streckung um den Faktor  in

_-Richtung und durch Verschiebungum  nach

b) Das Schaubild der Funktion g mit g(x) =e™™ —2 entsteht aus dem Schaubild von f mit
f(x)=e" durch Spiegelung an der __ -Achse und Verschiebung um __ nach

¢) Das Schaubild der Funktion g mit g(X) =—4sin(X)+1 entsteht aus dem Schaubild
von f mit f (X) =sin(x) durch Spiegelung an der __ -Achse, durch Streckung um den
Faktor  in __ -Richtung und durch Verschiebungum  nach

d) Das Schaubild der Funktion g mit g(X) =sin(2Xx)+4 entsteht aus dem Schaubild von
f mit f (x) =sin(x) durch Streckung um den Faktor  in _ -Richtung (Perioden-

linge= ) und durch Verschiebungum  nach

Aufgabe 16 : Ermitteln Sie jeweils eine mogliche zugehorige Funktionsgleichung.

a) y

f(x)=

b) y

AT NED 4 f(x)=

c) y

f(x)=

64



I1. Basisubungen zur Analysis

3. Gleichungen

Aufgabe 17

Losen Sie die Gleichungen.

a) —x’=3-4x b) x’—2x’=x ) 6x—x* =4x

d) 1-e" =—4 e) cos(X)—1=0 f) 3e*(e*-1)=—¢"

g) %x“—2=x4 h) 2x*—24x* =-724+2x> i) 26 -17¢*+8=0

i) 0=2sin(x) k) 2™ —e* =2¢* ) 2x-(x* =1)=0,5-2x
m) (e —1)-(1-2x*) =0 n €¥2-7)-(x-4)=0 o) cos(x)—0,5=0

Geben Sie bei den trigonometrischen Gleichungen jeweils 2 Losungen an.

Aufgabe 18

Entscheiden Sie, welchem Gleichungstyp bzw. Losungsvorgehen die Gleichungen
zugeordnet werden konnen.

Typ1 Typ 2 Typ 3 Typ 4
T S e g SER
1 3 =2 |:| |:| D D
2 X —2x=0 [ ] [] [] []
3 -2y 1 b b [
i s O O 0O 0O
5 4 =3 NN
6 x-20= 1 0 b [
7 x=2xel 1 O] O] [
8 26 _1=3 ] [] [] []
o 2ev=se 1 0 b [
10 e " -2=0 [ ] [ ] [] []

65



I11. Ausflihrliche Losungen

©)
Schnitt von: y = —x* —4x—4 und X-Achse.
Bild rechts

Schnitt von: y =—x* —3x und y = X +4
Bild links

Schnitt von: y = -0,5x” —3x -2
undy =0,5x> +x+2
Bild mittig

Hinweis: In allen Féllen erhilt man einen

Beriihrpunkt, da die Diskriminante den
Wert 0 hat.

Aufgabe 9

f(x)=-x*—2x+2; Grad 3; S,(0]2);
von II nach IV; weder noch

f(x)=2x’+x; Grad 3; S,(010);
von III nach I; symm. zum Ursprung

f(x)=—x"-2x* —1; Grad 4; S, (0| -1);
von Il nach IV; symm. zur y-Achse

f(x)=—x*+1; Grad 4; S,(0]1);
von III nach IV; symm. zur y-Achse

Aufgabe 10
Hinweis: Priifen Sie Grad, Schnittpunkt mit y-Achse,
Verlauf und Symmetrie.
a) A: f,(x) B: f,(x) b) A: f,(x) B: f(x)
C: f,(x) C: fo(x)
Aufgabe 11
K;: f(X)=5-(x+6)-(X+5)-(x+4)

K,: f(x)=-2-(x+2)-x’
K,: f(X)=3-(x=2)-(x—4)

K : f(x)=—(x=7)°

Aufgabe 12

Aufgabe13

Ablesen: N, , ;(0|0); N,(4]0); P(-1]0,5)
f(x)=a x'-(x—4)

Weiteren Punkt P(—1]0,5) einsetzen:

0,5=a-(-1)"-(-1-4)
0,5 =a-(-1):(-53)

0,5 =5a 15

0.1 =a
= f(x)=0,1-x*-(x-4)
Aufgabe 14

Asymptote  fliir X > +eo  flir X = —oo

wy=2  []
by y=t L]
¢) y=-2x-1 []
& y=-x+1 []
© y=x__ L]
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I11. Ausflhrliche Losungen

Aufgabe 15

a) Das Schaubild der Funktion g mit

g(x) =—2e" —1entsteht aus dem Schaubild
von f mit f (x) =e* durch Spiegelung an
der x-Achse, durch Streckung um den
Faktor 2 in y-Richtung und durch
Verschiebung um 1 nach unten.

b) Das Schaubild der Funktion g mit
g(x)=e"* -2 entsteht aus dem Schaubild
von f mit f(x)=e" durch Spiegelung an der
y-Achse und Verschiebung um 2 nach unten.

¢) Das Schaubild der Funktion g mit

g(x) =—4sin(x) +1 entsteht aus dem Schaubild
von f mit f (X) =sin(x) durch Spiegelung an
der x-Achse, durch Streckung um den Faktor
4 in y-Richtung und durch Verschiebung

um 1 nach oben.

d) Das Schaubild der Funktion g mit
g(x) =sin(2x) + 4 entsteht aus dem Schaubild von
f mit f (x) =sin(x) durch Streckung um den

Faktor % in X-Richtung

2
(Periodenldnge = 7” =) und durch

Verschiebung um 4 nach oben.

82

Aufgabe 16

f(x)=a-sin(k-x)+b,
f(x)=a-cos(k-x)+b;

a) Man erkennt, dass das Schaubild zu einer
an der x-Achse gespiegelten Sinuskurve gehort.

e b=1 Mittellinie auf Hohe 1

2,5+(-0,5) _2 _1]
2

ea=-1,5 (max. Abstand von 1,5 zur Mittellinie)

{oder mit w :é = 1,5)

(oder mit

2
a<0: Spiegelung an X-Achse
oh= Zl = Zi =1
p 2z

= f(x)=-1,5-sin(x)+1

b) Man erkennt, dass das Schaubild zu

einer Sinuskurve gehort.

e b=—1 Mittellinie auf Hohe —1

[oder mit =) _—2_ -1
2 2

ea=1 (max. Abstand von 1 zur Mittellinie)

oder mit m:zzl

2 2

2z,

p T
= f(x)=sin(2x)-1

ok

¢) Man erkennt, dass das Schaubild zu
einer Kosinuskurve gehort.
e b=1,5 Mittellinie auf Hohe 1,5
oder mit 25403 = 3 = 1,5]
2 2

ea=1 (max. Abstand von 1 zur

Mittellinie) (oder mit 23203 :% = 1)
ok :2£ :2£ =
p 2

= f(X)=cos(7-x)+1,5



