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Vorwort

Vorbemerkungen

Der vorliegende Band ,,Mathematik fiir berufliche Gymnasien - Jahrgangsstufen 1und 2" ist
ein Lehr- und Arbeitsbuch fir alle beruflichen Gymnasien in Baden-Wirttemberg fiir beide
Anforderungsniveaus (gA und eA).

Das Lehrbuch richtet sich exakt nach dem neuen Bildungsplan fir die gymnasiale Oberstufe,
Mathematik, in Baden-Wurttemberg, der am 01.08.2021 in Kraft getreten ist.

Dabei berticksichtigt das Autorenteam sowohl die im Lehrplan geforderten inhalts- als
auch die prozessbezogenen Kompetenzen (modellieren, Werkzeuge und mathematische
Darstellungen nutzen, kommunizieren, innermathematische Probleme |6sen, Umgang mit
formalen und symbolischen Elementen, argumentieren).

Von den Autoren wurde bewusst darauf geachtet, dass die im Bildungsplan aufgefiihrten
Kompetenzen und Zielformulierungen inhaltlich vollsténdig und umfassend thematisiert
werden. Dabei bleibt den Lehrkraften gentigend didaktischer Freiraum, eigene Schwerpunkte
zu setzen.

Hinweise und Anregungen, die zur Verbesserung beitragen, werden dankbar aufgegriffen.

Die Verfasser

Der Aufbau dieses Buches

Der Stoff in den einzelnen Kapiteln wird schrittweise anhand von Musterbeispielen mit aus-
flhrlichen Losungen erarbeitet. Dabei legen
die Autoren gropen Wert auf die Verknlp-
fung von Anschaulichkeit und sachgerechter .
mathematischer Darstellung. Die Ubersichtli- A
che Prasentation und die methodische Auf-
arbeitung beeinflusst den Lernerfolg positiv
und bietet dem Schiler die Mdglichkeit,
Unterrichtsinhalte selbststandig zu erschlie- Trooan- |
Ben bzw. sich anzueignen. Pttt el dor A

Inhal der Fi

4.4.2 Flache zwischen zwei Kurven

Lésung
K verfauft oerl

x=2: (g

A =3




6 Vorwort

Jede Lerneinheit schlieft mit einer ausrei-
chenden Anzahl von Aufgaben ab. Diese sind
zur Ergebnissicherung und Ubung gedacht,

50 1 Analysis

Aufgaben

! Bestimmen Sie alle Losungen exakt, die im Intervall 0; 2] fegen.

a) Ssin( =0

aber auch als Hausaufgaben geeignet. @ -aso(3n)-a e bt A
Kompetenzorientierte Aufgaben mit unter- 3??2"3”3?‘;“"““’“‘""‘L’:‘TZLT,'L“E’“”"‘“’“‘““Z I
schiedlichem Schwierigkeitsgrad ermégli- & e i xungerunet s, das i Gichung i nerva (44l

b) ~dsinxx+2/3=0 & Bsinw-V3=0

a0 € 2sin(§x) = 3sin($x 0 1-2sinx-1=0

chen es dem Schiiler, den Stoff zu festigen
und zu vertiefen. Beispiele und Aufgaben
aus dem Alltag, aus der Wirtschaft und der
Technik stellen einen praktischen Bezug her.
Eine Differenzierung der Aufgaben ist durch
Farben gegeben:

griin: L&sung ohne Hilfsmittel

blau: keine Vorgabe zur Losung

Begriinden Sie Ihre

oE 4.5.3 Rotationskérper
Themen und Aufgaben fur das erhdhte P
Anforderungsniveau (eA) sind farblich gelb
hinterlegt.
Definitionen, Festlegungen, Merks&tze und e "
mathematisch wichtige Grundlagen sind in S5 A s o 55 S Ao
Rot gekennzeichnet. e e e

Die Aufgaben ,, Test zur Uberpriifung Ihrer o
fest zur Oberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

Grundkenntnisse” sind zur Ergebnissiche- 1 Untersuchen Sie das Schaubild der Funktion fauf Hoch- und Tifpunk
rung und Ubung gedacht, aber aUCh als © 1) =sin(ex - 2); Xeiﬁ"’;ﬁ[ u: ;:K::;xf;-“x:mm

Hausaufgaben geeignet. Sie werden im 2 Bestinmen Si e Giichungder Wendetangente

) 1) ==x3+3x2-1; xeR '
3 €R 00 = e =322+ 3, xeR

Anhang ausfihrlich geldst.

3\

Fur Aufgaben mit dem Download-Logo Aufgaben
stehen ausfiihrliche Lt’)sungen zum Download g:’ i‘:{;?:':f::i\id—rezkoummmennsmum und Tiefpunkte des Graphen von f.

b 100 =400 -9%)
@ 10 =-x-2+¢05
€)-141 N to=tegxz0

bereit. Sie finden diese im Downloadbereich
zum Buch auf unserer Webseite
https://www. merkur-verlag.de.

Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen
wird durch den sinnvollen Einsatz digitaler

Beispiel 1
Mathematikwerkzeuge unterstitzt. Im Buch  Bestimmen ieat Losungen von ine) = § i nterva (0 351,
O wird Geogebra in vielfltiger Weise, zur Erar- T
beitung von mathematischen Inhalten und zur Hinwes: .
Ldsung von Aufgaben eingesetzt. ‘
° Videos dienen der Veranschaulichung von
Problemen und Erlduterung von Lésungswe- o are oo ion

gen. Sie unterstitzen die Lernenden beim Ent- 141 Lésung von trigonometrischen Gieichungen
. .. Gleichungen der Form sin(z) = 0 bzw, cos (z) =
decken mathematischer Zusammenhénge. e @ o cos <0

Vorbetrachtung
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1 Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

Viele Vorgange in der Natur laufen periodisch ab:
Gondel auf einem Riesenrad, Wasserstand bei Ebbe und Flut, Lungenatmung, Schallwelle,
Pendeluhr, Mondphasen.

Mithilfe von Messungen erhdlt man Daten. Durch die grafische Darstellung dieser Daten
erkennt man den periodischen Verlauf.

Qualifikationen & Kompetenzen

e Graphen von trigonometrischen Funktionen erkennen
Transformationen durchfiihren
Funktionsterme aufstellen

mvurl.de/mab9 Trigonometrische Gleichungen I&sen
Gemeinsame Punkte bestimmen
Realitdtsbezogene Zusammenhange mit
trigonometrischen Funktionen beschreiben,
darstellen und interpretieren




Beispiel 1

Sonnenaufgang und -untergang

Beispiel 2

Gezeiten

Tageslange im Laufe eines Jahres

Ayinh
247

20T

0 + + + + + + + + + + +
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 X
in Wochen

Die Tageslange (Zeit zwischen Sonnenaufgang

und Sonnenuntergang) andert sich im Laufe eines
Jahres. Am Diagramm erkennt man, dass sich dieser
Ablauf jedes Jahr wiederholt. Die Funktion, die die
Verdnderung der Tagesldnge beschreibt, hat die
Periode ein Jahr.

Wasserstand

yinm

514

41

31

21

11

0 t 1 t t t t t t .
6 12 18 24 30 36 42 48 Xinh

Die Gezeiten verhalten sich nahezu periodisch.
Damit Iasst sich der Wasserstand vorausberechnen.
Das Diagramm zeigt die Anderung des Wasserstands
an der Nordsee fiir zwei Tage im Marz 2021.

Dabei ist x die Zeit in Stunden, x =0 entspricht
0:30 Uhr am 9.03.2021, y der Wasserstand in Meter
Uber Seekartennull.
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| Analysis

1.1 Definition der Winkelfunktionen

1.1.1 Definition der Winkelfunktionen fiir Winkel von 0° bis 90°

In der Trigonometrie beschaftigt man sich mit Dreiecken,
insbesondere mit rechtwinkligen Dreiecken.

Im rechtwinkligen Dreieck nennt man die dem rechten o
Winkel gegentiberliegende Seite Hypotenuse, - ?;
die anderen beiden Seiten heifen Katheten. e > %
Die Kathete, die dem Winkel o anliegt, nennt man > g

e

Ankathete von o, die dem Winkel o gegeniliberliegende
Seite nennt man Gegenkathete von a.

Ankathete zu o

Rechtwinkliges Dreieck mit « = 36,9°
Aus der Abbildung ersieht man, dass

die Verhaltnisse von Gegenkathete /\
zu Hypotenuse im Dreieck ABC und 10
im Dreieck AB'C’ gleich sind: % = %. C

3

c

Beide Dreiecke haben den gleichen

Winkel o, der durch das Verhdltnis

von Gegenkathete zu Hypotenuse

eindeutig festgelegt ist.

Dieses Verhdltnis nennt man den

Sinus des Winkels o sin(o) = % = %

Auch das Verhaltnis von Ankathete zu Hypotenuse legt den Winkel « fest, man nennt es den

Kosinus des Winkels o cos (o) = % = %

Das Verhaltnis von Gegenkathete zu Ankathete nennt man den Tangens des Winkels a:

tan (o) :%:%

Definition der Winkelfunktionen

. Gegenkathete von
sin(a) = s -

Hypotenuse
_ Ankathete von a
cos(a) = Hypotenuse
Gegenkathete von «
tan(a) = SEOEMIaTnere von @

Ankathete von a



Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

Beispiel 1

2 Wie bestimmt man aus einem Seitenverhéltnis im rechtwinkligen Dreieck den

zugehdorigen Winkel?

Lésung

Man legt die Spitze A des rechtwinkligen
Dreiecks in den Ursprung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems.

Legt man den Eckpunkt C auf einen Kreis mit
Radius 10 LE (= Lange der Hypotenuse), erhalt
man ein Dreieck mit einem Winkel o von 0°
bis 90° und jedem Seitenverhdltnis ist eindeu-

tig ein Winkel zugeordnet.

Gegenkathete ¢
Hypotenuse ~ 10

der Winkel 36,9° zugeordnet.

sin(e) =3 = a=369°

Dem Seitenverhaltnis wird

Entsprechend erhdlt man flr das Verhaltnis

Wahlt man fir die Lange der Hypotenuse

eine Langeneinheit (1 LE), erhdlt man

. 0,6 LE
SIﬂ(OL) = LE = 0,6

Fir 0°<a<90° gilt:
0 <sin(a) <1
0 <cos(a) <1

Festlegung: sin(0°) = O; sin(90°) =1
cos(0°) =1; cos(90°) =0

Ankathete .
Hypotenuse*

06

cos(@) =3 = a=369°

Einheitskreis

sin(a)

cos(ar) 0.8 1

Am Einheitskreis kann man bei gegebenen Winkeln sin(a) als Maf3zahl der Lénge der
Gegenkathete, cos (o) als Mapzahl der Lange der Ankathete ablesen.

13
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Tabelle der wichtigsten Werte:

| Analysis
Beispiel 2
2 Bestimmen Sie sin (o) und cos (o) im nebenstehenden M
Dreieck mithilfe von a, b und c. c
Lésung

Im rechtwinkligen Dreieck ist ¢ die Hypotenuse, a und b sind die Katheten von a.
Der Sinus des Winkels « ist das Verhaltnis von Gegenkathete zur Hypotenuse.

Also gilt: sin(a) = 2
Der Kosinus des Winkels « ist das Verhaltnis von Ankathete zur Hypotenuse.

Also gilt: cos () =2

Beispiel 3

2 Bestimmen Sie den exakten Wert von sin(30°) und cos (30°).

Lésung

Man zeichnet ein rechtwinkliges Dreieck mit den Winkeln 30° bzw. 60°.
Im gleichseitigen Dreieck sind alle Winkel 60°
grop.

Die Héhe im Dreieck halbiert das Dreieck und
es qgilt fur die Winkel:

a =30° und B =60°

Im rechtwinkligen Dreieck ist a die Hypotenuse. h
Die Gegenkathete von aist 5.

a
Also gilt: sin(a) = sin(30°) =§ =%

Fir cos (30°) braucht man die Héhe h.

Mit dem Satz von Pythagoras ergibt sich: h2 = a2 - (i)z = %az

Die Hohe h erhalt man durch Wurzelziehen: h= aE = %\/5

a3
Also gilt: cos(a) = cos(30°) = ZT = %\/5

sin () 0

N —
~N|—
By

|—
)|

~o|—
ol
o —
0
o —
o

cos () 1



Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

Beispiel 4
a) Ermitteln Sie mit dem TR: * sin(65°) * cos(12°)
b) Bestimmen Sie den zugehdrigen Winkel. « sin(a) = 0,850 -+ cos(a) = 0,625

Lésung 1:MthZlk Z:Linhear

Mit der Einstellung DEG (wie degree = Grad Sibes 4:Rad
9 DEG (wie deg ) SiGra 6iFix
TiEC1 S Horm

a) Tastenfolge 2inles)
+ SIN(65) = 0,90631
( .) 0, 906307787
d.h., sin(65°) = 091 cos(12)
+ COS(12) = 0,97815
d.h., cos(12°) = 0,98 0, 9761476007
b) Tastenfolge ]
+ SHIFT SIN(0,850) = 58,21 s1n7C, 8500
d.h., sin(a) = 0,850 58,21166938
o =582° CosT0, 6250
+ cos(a) = 0,625 51.31781265
«a = 51,32°
Aufgaben
1 Bestimmen Sie mit dem TR. Runden Sie auf 2 Dezimalen.
a) sin(54°) b) sin(18,5°) c) cos(88,2° d) cos(9,4°) e) sin(4,2°)
2 Ermitteln Sie den zugehdrigen Winkel oo mit 0° <o <90°.
a) sin(a) = 0,380 b) sin(a) = 0,922 c) cos(a)=0,185 d) cos(a)=0,788
3 Bestimmen Sie den zugehérigen Winkel zeichnerisch und mit dem TR.
a) sin(a)=05 b) sin(a) =5 ¢) cos(a)=2 d) cos(a) =2
4 In einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist ¢ =6cm und « = 50°.
Berechnen Sie die fehlenden Winkel und Seiten im Dreieck.
5 Eine Zahnradbahn steigt auf einer Strecke von |
1250 m mit einen Neigungswinkel von 10,5°
(gegen die Horizontale gemessen).
Wie viel m Hohendifferenz bewaltigt sie?
6 Bestimmen Sie den exakten Wert von sin (45°).

15



32 | Analysis

Beispiel 2

2 Gist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = — cos(x + 2) +1; x € R.

a) Ermitteln Sie die Amplitude, die Periode, die Gleichung der Mittellinie und den

Wertebereich.

b) G entsteht durch Transformationen aus der Kosinuskurve.

Geben Sie die Transformationen an.

L6ésung

a)

b)

f(x) = acos(b(x—-0c))+d:
Amplitude:

Periode:
Gleichung der Mittellinie (mit d = 1):
Wertebereich von f:

K: Kosinuskurve mit y = cos(x)

Spiegelung von K an der x-Achse
Kq: fj(x) = —cos(x)

Verschiebung von K; um 2 nach links
Ko: fo(x) == cos(x +2)
Ersetzen Sie x durch (x + 2).

Verschiebung von K, um 1 nach oben
G: f(x)=-cos(x+2)+1

d=1

d-laj=1-1=0;d+|a|=1+1=2

a=-lb=1c=-2;
lal = |-1] =1
_2n_ 2m _
P=p =7 =2m
y=1
W =[0; 2]
y
2




Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

Beispiel 3

2 Das Schaubild K der Funktion f mit f(x) = sin(x +1); x € R, wird in y-Richtung mit
Faktor 2 gestreckt und um 3 nach oben verschoben. Ist die Reihenfolge der Transfor-
mationen von Bedeutung? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Lésung

Kurvengleichung: y =sin(x +1)
Streckung in y-Richtung mit Faktor 2: y=2-sin(x +1)
Verschiebung um 3 nach oben: y=2-sin(x+1)+3

Reihenfolge tauschen

Verschiebung um 3 nach oben: y=sin(x+1)+3

Streckung in y-Richtung mit Faktor 2: y=2-(in(x+1) +3)
y=2-sinx+1)+6

Die Reihenfolge der Transformationen ist von Bedeutung, da die Kurvengleichungen

unterschiedlich sind.

Streckung und Verschiebung Verschiebung und Streckung

y=2-sin(x+1)+6

oo <

yE2osin(x+1)+3

(‘Pq\\lm‘<

Noro &
P
b
\r‘<

PR

- iéWé?X SRERNEZ NN AR
y=2-sin(x+1) 2 2
Beispiel 4

2 Die Kosinuskurve wird 1 nach rechts verschoben und in y-Richtung mit Faktor 5
gestreckt. Ist die Reihenfolge der Transformationen von Bedeutung?

Begriinden Sie Ihre Antwort.

Lésung

Kurvengleichung: y = cos(x)
Verschiebung um 1 nach rechts: y =cos(x = 1)
Streckung in y-Richtung mit Faktor 5: y=5-cos(x—1)

Reihenfolge tauschen

Streckung in y-Richtung mit Faktor 5: y =5 - cos(x)

Verschiebung um 1 nach rechts: y=5-cos(x—1)

Die Reihenfolge der Transformationen ist ohne Bedeutung, da die Kurvengleichungen
gleich sind.

33



34 | Analysis

Beispiel 5

< Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4sin(5(x — 1)) + 3; x € R, mit Schaubild G.
Geben Sie einen Hoch- und einen Tiefpunkt von G an.

Losung

Hoch-, Tiefpunkt der Sinuskurve: H(% [ 1) T(%w )
Streckung in y-Richtung mit Faktor 4: H(% | 4) T(%w | - 4)
Streckung in x-Richtung mit Faktor %: H(% | 4) T(%n | - 4)
Verschiebung um 1 nach rechts: Hag +114) T(%w +1|-4)
Verschiebung um 3 nach oben: H(% +1]7) T(%ﬁ +1]-1)
Beispiel 6

© Der Graph von f mit f () = 2,5sin[3(x - 2)]; x € R, heipt G.
a) Bestimmen Sie die Nullstellen von f.
b) Beschreiben Sie, wie G aus der Sinuskurve entsteht.

L6ésung

a) Nullstellen von h mit h(x) = sin (x): xk =k keZ
Streckung in y-Richtung andert die Nullstellen nicht.
Streckung in x-Richtung mit Faktor %: Xk = L, K-

Verschiebung um % nach rechts: Xk =

w|—= w|

ke +%
b) K: Sinuskurve mit y = sin(x) Y4
Streckung von K in y-Richtung | K

mit Faktor 2,5 | | | | 14
K f1(x) = 2,5sin(x) -l 1T 2 3 5 X

Streckung von K; in x-Richtung
mit Faktor 5

Ko: fo(x) =2,5s5in(3x)
Ersetzen Sie x durch (3 x).
Die Periode dndert sich von 2= auf

15 .2
§2n—3n.

y
Verschiebung von K, nach rechts um% 3 " ;

) 2
G: f(x)=2,55in[3(x—%)] i /
Ersetzen Sie x durch (x = %) 1) 1\></3 5 w




Beispiel 7

Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

2 Der Graph von f mit f(x) = 4cos@x +1) + 2; x € R, heipt G.

a) Beschreiben Sie, wie G aus der Kosinuskurve entsteht.
b) Geben Sie einen Schnittpunkt S von G mit der Mittellinie an.

Lésung

a) Funktionsterm: f(x) =4cos(x+1)+2=4cos[2(x+0,5)]+2

K: Kosinuskurve mit y = cos(x)
Streckung von K in y-Richtung
mit Faktor 4

Ky f100 = 4 cos (x)

Streckung in x-Richtung mit Faktor%

Ko: fo(x) = 4cos(2x)

Verschiebung nach links um %

Ks: f3(x) = 4cos[2(x +%)]

Verschiebung nach oben um 2

G: f(x)=4cos@x+1)+2

ANSFR)
5SS

/ﬂ\nmme/g\
AR

- _EV_H %1 \\1//2 é\\ix

=5
-6

b) Durch die Transformationen entsteht aus dem Schnittpunkt der Kosinuskurve mit

der x-Achse der Punkt S.
Eine Nullstelle

von h mit h(x) = cos(x):
von fi:
von f; (Streckung):

von f3 (Verschiebung):

Schnittpunkt von G mit der Mittellinie:

Hinweis: Nullstellen von fs:

X1—%
Xz =% (unveréndert)
ln_n
X3=2°277%
xg=E-120,29
sE-112)
1. n _l_m ko _ 1
Xk—2(2+kn) S= gt 2,keZ

35
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Transformationen

Das Schaubild einer Funktion f mit

entsteht aus der Sinuskurve

bzw. der Kosinuskurve
durch

f(x) = asin[b(x-¢c)] +d
f(x) = acos[b(x-c)] +d

Streckung in y-Richtung
mit Faktor |a|

Fir a<0: Spiegelung an der x-Achse

Streckung in

Verschiebung

x-Richtung mit ||in x-Richtung
Faktor%; b>0 um ¢

Verschiebung
in y-Richtung
um d

Die Funktion f hat die Amplitude |a] und die Periode p = %’t.
Hinweis: Fir b < O: Spiegelung an der y-Achse

Beispiel
K: f(x) =2sin[n(x +0,5)] +1

Dabeiist a=2, b=n, c=-0,5 und d=1.

Zul:
a=2

Streckung von Hi:y =sin(x) in y-Richtung

mit Faktor a =2 ergibt Hy:y = 2sin(x).

Zu 2:

b=n

Streckung von H,:y =2sin(x) in x-Richtung

mit Faktor % = % ergibt Hs:y =2sin(nx).

Hs hat die Periode p = Z—b“ =2.

Zu 3:
c=-0,5

Verschiebung von Hs:y = 2sin(nx) in x-Richtung

um c (0,5 nach links) ergibt
Hsiy =2sin[n(x +0,5)].

Zu 4:
d=1

Verschiebung von Hy:y = 2sin[n(x + 0,5)]

in y-Richtung um d (1 nach oben) ergibt:

K:y =2sin[n(x+0,5)] +1

~
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Aufgaben

1 Ky ist das Schaubild der Funktion f mit x € R.
Bestimmen Sie die Periodenldnge, die Amplitude und den Wertebereich von f.
Skizzieren Sie K¢ auf dem gegebenen Bereich in ein Koordinatensystem ein.
a) f(x)=3sin(xx); [-2;2] b) f(x)=2cos(x—1)—1; [0;2n]

c) f(x)=4cos[2(x+1)]; [-2; 3] d) f(x)=-3sin(ax —=n) +1; [0; 2x]

2 Geben Sie zu jedem Graphen die Periode,

A
die Amplitude und die Gleichung der
Mittellinie an.
1
2 Al T 2 3 4X
B y c. v
2 2
1 / 1
/2—1 N 2 3 /X —11123\4/5“
-1 -1
-2
3 Wie entsteht das Schaubild Kq aus K¢?
a) f(x)=cos(x); g(x)=3cos(x +2) b) f(x)=4sin(x); g(x) =sin(0,5x) -1
c) f(x)=sin(x); g(x) =-sin2x—-5)—-3 d) f(x)=-cos(4x); g(x)=cos[4(x—2)]+1

4 Die Sinuskurve wird um 4 nach unten verschoben und in y-Richtung mit Faktor 1,5 ge-
streckt. Ist die Reihenfolge der Transformationen von Bedeutung?
Begriinden Sie lhre Antwort.

5 Das gezeichnete Schaubild (siehe Abb.)
hat die Gleichung y = asin(0,5(x — ¢)) +d.
Bestimmen Sie a, c und d sowie die exakte
Periodenldange. Begriinden Sie.

NN w A<

6 Der Graph von f mit f(x) =2sin(3(x —1)) +4; x € R, heift G.

a) Beschreiben Sie, wie G aus der Sinuskurve entsteht.

b) Ermitteln Sie die Amplitude, die Periode und den Wertebereich von f.
c) Geben Sie zwei Schnittpunkte von G mit der Mittellinie an.

d) Bestimmen Sie einen Hoch- und einen Tiefpunkt von G.
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1.3 Aufstellen von Funktionstermen

Beispiel 1

2 Bestimmen Sie einen passenden
Funktionsterm.

L6ésung
Aus dem Schaubild kann man ablesen:

Mittellinie: d =1
Amplitude:a =3

Periode: p=2
. _2n_2n _
Faktor: b= p =5 m

—_Nhhw s o<
>

Da ein Symmetriepunkt auf der y-Achse liegt, ist ein
Ansatz mit Sinus sinnvoll (keine Verschiebung in x-Richtung).

Ansatz:

Werte einsetzen:

Beispiel 2

2 Die Tabelle enthalt Funktionswerte einer
trigonometrischen Funktion. Ubertragen
Sie die Daten in ein Koordinatensystem.
Ergdnzen Sie die Tabelle bis x = 8.

Ermitteln Sie einen passenden Funktionsterm.

L6ésung
Koordinatensystem

x lol 1234l s |e] 7 |8
0|5 | 72| 8|75 ]288]2] 2885
f(5)=5-212=288

Mittellinie: d= 5

Amplitude:a=yy-d=8-5=3

Periode: p=8
. _2n_2n_m
Faktor: b= b =8°2

Ansatz mit Sinus:

Werte einsetzen:

/—2 -] i\/z 3\X
2
-3
VA
I
AEL=aT
A N/ S N B
/—2 —1\]4 1\/2 3\X
22
-3
f(x) = asin(bx) + d
f(x) = 3sin(ax) +1
v Jof 123 |4
] s |m]s|m]s
y
9
8 .
7 L] L )
:
; .
3
2
i
A, 1 2 3 4 5 6 1 8 9

f(x) = asin(bx) + d
f(x) = 3sin(§x) +5



Beispiel 3

2 Kist das Schaubild der Funktion f
mit der Periode 2.
Geben Sie einen Funktionsterm an.

Lésung
Aus dem Schaubild kann man ablesen:

Mittellinie: d=-3
Amplitude: |a] =1;a=-1

Periode: p=2n
. - 2n_2m _
Faktor: b= h =51

Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

y:
1
8642, 246 8K
K
/\/_é\/\/
~4
=5
y:
1
8642, 2 46 8%
K
a=-3/ 4| /M=
7 S
:g p=2n

Da die Koordinaten des Tiefpunktes T(2 | — 4) genau abgelesen werden kénnen, ist ein
Ansatz mit Kosinus sinnvoll (Verschiebung um 2 nach rechts, ¢ = 2).

Ansatz:
Werte einsetzen:

Funktionsterm:

Beispiel 4

f(x) =acos(b(x-c)) +d
f(x) =—cos(I'(x—2)) -3
f(x) = —cos(x—2) -3

2 Das Schaubild K einer trigonometrischen Funktion f hat den Hochpunkt H(1 | 6) und
den Tiefpunkt T(4 | 3). Geben Sie einen mdglichen Funktionsterm f(x) an.

L6ésung

Mittellinie: d = Y YT=623-45
Amplitude: a = % = 62;3 =15
Periode: p=2(xy—-xy) =24-10=6

. _2n_2n_mx
Faktor: b= =% "3

Z. B. Kosinusansatz (Verschiebung um 1
nach rechts, c = 1)

f(x) = acos(b(x - ¢)) +d

f(x) =1,5c0s(G(x — 1) + 4,5

_.Nw.l}\{!O\N<
QU
)
(&a)
jer' R
"
S
(S
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1

Aufgaben
Bestimmen Sie einen passenden Funktionsterm.
Y4 y
2 1

/+ 6 4 32 [ 123 4%
6543421 | 1\2 345« Y, Gz
b2 4 NOA /\ﬁ\/\

-2

y

4

3

fa G4
\ztsz{/\wax /\ /\

:g Ve I AV AVA AV IR X

-4 —2

Eine trigonometrische Funktion f hat die Periode 1 und die Amplitude 4.
Ein Symmetriepunkt des Graphen von f liegt auf der y-Achse.
Bestimmen Sie einen méglichen Funktionsterm.

Die Tabelle gibt Funktionswerte einer trigonometrischen
Funktion f an. Sie enthalt den groften Funktionswert. X 0 ‘

Ermitteln Sie den x-Wert des héchsten Punktes. f(x) ‘ 7 ‘
Geben Sie einen passenden Funktionsterm an.

y
6
5
Ermitteln Sie zu dem Graphen K 4
den zugehdérigen Funktionsterm.
2
1
P EREPREER!
2

Das Schaubild einer trigonometrischen Funktion f ist K.
K hat den Hochpunkt H(2 | 10) und schneidet die Mittellinie im Punkt S(5 | 4).
Bestimmen Sie einen méglichen Funktionsterm f(x).



3 Differenzialrechnung

Mithilfe der Differenzialrechnung kann man den Verlauf einer Kurve, z. B. einer Achterbahn,
beschreiben. Die Bahn kann auf Hoch-, Tief- und Wendepunkte sowie auf Krimmung unter-
sucht werden. Durch diese mathematische Beschreibung ist ein tieferes Verstandnis méglich.

Qualifikationen & Kompetenzen

e Differenzenquotient und Differenzialquotient ermitteln
* Ableitungsregeln anwenden

* Tangentengleichung bestimmen

* Monotonie und Extrempunkte

* Krimmungsverhalten und Wendepunkte

* Aufstellen von Kurvengleichungen

e Optimieren

* Realitatsbezogene Zusammenhange darstellen




Beispiel 1

U Bahn

Beispiel 2
Schachtel

Geschwindigkeitsverlauf

inm
Ving

>

tins

Anhand des Geschwindigkeitsverlaufs lassen
sich Rickschlisse auf Geschwindigkeitszu-
nahme bzw. Geschwindigkeitsabnahme und
damit auf die Beschleunigung bzw. Abbrem-
sung (Krafte) ziehen.

Volumeninhalt

Vincm3

>

Hohe ih cm

Ein rechteckiger Karton wird zu einer
Schachtel gefaltet. Das maximale Volumen
dieser Schachtel Iasst sich mithilfe der
Differenzialrechnung bestimmen.
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O%' = 3.1 Ableitungen von Funktionen

I
mwride/7pth 3,11 Definition der Ableitung

Beispiel

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x; xe R.
a) Berechnen Sie die Tangentensteigung in x; = 1.
b) Ermitteln Sie die Steigung der Tangente an einer beliebigen Stelle xo.

Lésung
a) Wie bei der Herleitung der momentanen ¥ @
Anderungsrate geht man von einer Sekante (0] e — 0; \6&@
aus und Iasst den Punkt Q(x|f(x)) auf den <
Punkt P(1|1) zuwandern, sodass die Tangente 2 %%@'Q foo—Fh
als Grenzlage der Sekanten entsteht. 1 Pt
Ny x-1

Berechnung der Sekantensteigung mg

P ——

.- w (Differenzenquotient) 1
S -
ms=)§<—11 =W=X+1

Fur x —1 strebt (x+1) — 2.

Steigung m; der Tangente an der Stelle : my = 2

Man bezeichnet die momentane Anderungsrate bzw. die Steigung der Tangente an die
Kurve im Punkt P(1]1) als Ableitung von f an der Stelle 1.

Es qgilt: m¢=2=1f(1) Lesen Sie:f ,Strich” von1

OO -

Schreibweise mit Limes: m; = lim T

x—1

(Differenzialquotient)

Berechnung der Tangentensteigung an der Stelle 1 mit der h-Methode

Berechnung der Sekantensteigung mg / 0 &
f(1+h) - £(1) L e — S
ms=—537n-7 (Differenzenquotient) // &
<
. > N
(= LEMEol_2hth? h@rh) 2 S (-1t

ms=2+h : P(1]1) -
Fir h — O strebt (2+h) — 2. ‘
Steigung m; der Tangente an der Stelle : my = 2 1 T+h

Schreibweise mit Limes: m; = rl]imowa_m) (Differenzialquotient)
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b) Berechnung der Steigung im (beliebigen) Punkt P(x0|f(x0)) mit der h-Methode
Steigung mg der Sekante (PQ) mit Q(xg + h|f(xg + h)):

=f(xo+h)—f(xo)=f(xo+h)—f(><o) y &
s Xo * h- X0 h f(X0+ h) Q Q&
+h2-xg2 _2hxg+h2 hQ@xg+h §/}(+m4u>
m = (Xo r: X0 _ X% - ( Xr(]) )=2X0+h ,_)Q,’b 0 0
) P(xl f(xg))
Fir h — O strebt (2xg+h) — 2Xq. 0 h
Die Steigung f'(xg) der Tangente an die Kurve X Xo+h X

im Punkt P(xo|f(xp)) ist 2xo: f'(Xg) = 2Xg

Ersetzt man den beliebigen xg-Wert durch x, so gilt fir alle xeR: f(x) = x2 = f'(x) = 2x.
f’(x) ist die Ableitung von f an der Stelle x.

Steigungswerte \ y /

In der folgenden Tabelle sind fir einige x-Werte

4
die Steigungen f'(x) im zugehorigen f(12)=-4 N /
Parabelpunkt P(x|f(x)) berechnet. Mit f(x) = x2 \ /
und f’(x) = 2x erhalt man folgende Tabelle: 2 / f15)=3
x | -2 | -5 | o | s vdos=1) |
fw [ -« [ - ] o [ 3 -2 - 2 X
(0)=0
f(x) - f f h) - f
Der Quotient % = (Xx)_ix(;(o) bzw. % = M heipt Differenzenquotient.

Der Grenzwert des Differenzenquotienten fir Ax — O heif3t Differenzialquotient.
A . d
A—z strebt flir Ax — O gegen d—z = f'(Xp)

f'(xp) ist die Ableitung von f an der Stelle xq.

Ableiten heif3t Differenzieren.

" — - f(x) - f(x d
Schreibweise fiir x — xg: F(xo) = lim ()()—7)((00) =
— Xo

Schreibweise fir h — O: f'(Xo) = lim w = g—;’
h—0
Die Steigung m; der Tangente an das Schaubild von f im Punkt P ist die Steigung des
Schaubildes im Punkt P.
f’(xo) ist die Steigung des Schaubildes von f im Kurvenpunkt P(xq|f(xg).
f’'(xp) ist die Steigung des Graphen von f an der Stelle xg.
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Differenzierbarkeit

Eine Funktion f heipt differenzierbar, wenn an jeder Stelle aus dem Definitionsbereich der

Differenzialquotient existiert.

Differenzierbarkeit anschaulich betrachtet

Die Abb. 1 zeigt den Graphen der Funktion f auf D = [0; 21.

An der Stelle xg =1kann die Tangente angelegt werden.

Der Ubergang vollzieht sich ohne Knick.
fist an der Stelle xg = 1 differenzierbar.

Die Abb. 2 zeigt den Graphen der Funktion g auf D = [0; 2].
An der Stelle xg = 118sst sich keine (gemeinsame)

Tangente anlegen.
Der Ubergang vollzieht sich mit einem Knick.
g ist an der Stelle 1 nicht differenzierbar.

yA Abb.1

5

4 Kt

3

21 Tangente
. 1 2 X
-2

yA Abb. 2

5

4

3

2

1 g

4 1 2 X
_2.

Eine (stetige) Funktion f ist differenzierbar auf einem Definitionbereich, wenn man an das
Schaubild von f an jeder Stelle des Definitionsbereichs eine Tangente anlegen kann.
Das Schaubild einer differenzierbaren Funktion hat keinen ,,Knick" (Knickfreiheit).

Aufgaben

1 Die Abbildung zeigt das Schaubild von f.
Bestimmen Sie f'(0), f'(2), '(3)
mithilfe der Abbildung.

y

2
[

4

/7 \

2 Ermitteln Sie die mittlere Anderungsrate von f auf dem gegebenen Intervall.

a) fx)=x2-1; [2;2,3]

3 Berechnen Sie die Ableitung von f an der Stelle 2
f+h)-1@2)
—

mithilfe des Differenzenquotienten
a) f(x)=-5x2 b) f(x)=x2+3

b) f(x)=~-x2+3x; [4; 4]

c) f(x)=4x3-1,[-3;,-29]

c) f(x)=4x-1

4 Entscheiden Sie, ob die Funktion f auf dem Intervall - 4; 2[ differenzierbar ist.

a) A

B <

b)

_4 Kf

>



Differenzialrechnung

Weitere Beispiele fiir Differenzialquotienten

Beispiel 1

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x2 + 5x; x€ R.
Ermitteln Sie die Steigung der Tangente an den Graphen von f in xg = 3
mithilfe des Differenzialquotienten.

Lésung
Differenzenquotient (Sekantensteigung): ms = w

2 -
Mit f(3) = 24: _B+hye+ 5h(3 +h)-24

_9+6h+h2+15+5h-24 _1ih+h?

h
h Ausklammern und kirzen: = w =11+h
Fir h — O strebt mg=(11+h) — 1.
Steigung m; der Tangente in xg = 3: m¢ = f'(3) =11

Beispiel 2

< Die Funktion f ist gegeben durch f(x) = %; x € R*.

Bestimmen Sie die Ableitung von f an einer beliebigen Stelle xq.
Berechnen Sie f'(= 5).

Lésung
f(xg+h)—f
Differenzenquotient (Sekantensteigung): mg = M
11 -h
_X0+h XO_XQ(XQ"‘h)
- h B h
_ =1
B Xo(Xo + h)
, - 1 _1
Fir h — O strebt mg= O th) Xz
Steigung m; der Tangente in xq: m; = f'(Xg) = — é
0
Fir xo = = 5: f’(—5):—21_5
(*) Nebenrechnung: Zusammenfassung des Zahlers
1 1 Xo Xoth xo=(Xxg+h) _ -h

Xo t h B % = XO(XO + h) B XO(XO + h) - XO(XO + h) - Xo(Xo + h)

Aufgaben

1

Gegeben ist die Funktion f.

*)

h

Bestimmen Sie die Ableitung von f an einer beliebigen Stelle xq. Geben Sie f'(2) an.

a) f(x)=x2-4x b) f(x)=-3x2+5x+3 c)f(x)=%—7;x;é0

85
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3.1.2 Ableitungsregeln

Ableitung einer Potenzfunktion

Beispiel

< Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f mit f(x) = x3.

L6ésung

Ableitung an der beliebigen Stelle xg:

. f h) - f
Mittlere Anderungsrate (Steigung der Sekante): mg = M

(ot =x03 h(3xZ+3xgh +h?)

Ms h h
ms =3xZ +3xoh +h?

Fir h—0 strebt (3xZ +3xph + h?) gegen 3x3.
Die Ableitung von f an der festen Stelle xq lautet '(xg) = 3x§.
Die Ableitung von f mit f(x) = x3 lautet f'(x) = 3x2.

Die Ableitung von f mit f(x) = x3 ist f'(x) = 3x2.

Vorgehensweise beim Ableiten einer Potenzfunktion:

f(x) = x = f'x)=1=1-x1"1
f(x) = x2 = f'(x)=2x=2-x2"1
fx) =x3 = f'(x)=3x2=3-x3"1
Merkregel
LAlte" Hochzahl als Faktor vor x setzen, ,,neue Hochzahl" = ,,alte” Hochzahl minus 1.

=
f0)=x7" = fx)=-1x"1"T=-1-x72
fx)=x05 = f(x)=05-x95"1=0,5-x05
f(x) = xn = f'(x)=nxn"1

Potenzregel der Ableitung

Die Ableitung von f mit f(x) = x" ist f(x) =n-x""", neQ*.
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Ableitung der natiirlichen Exponentialfunktion

Beispiel

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = eX; xeR.
Ein elektronisches Hilfsmittel erstellt eine Wertetabelle fur

f () und f'(x).
Welche Vermutung lasst sich formulieren?

Lésung
Die Funktion f mit f(x) = eX; xeR,
hat die Ableitung f'(x) = eX.

Erlduterung
Ableitung an der Stelle O

mithilfe des Differenzenquotienten:
- O0+h _ a0 h—
m:f<o+hg f(0) _e0+h-e0 _eh-1

h h

Aufgrund der Grafik kann man erkennen, dass der

Grenzwert des Differenzenquotienten fiir h — 0O

den Wert 1 hat, also
Ableitung von f mit f(x) = eX an der Stelle xq

Differenzenquotient:

Grenzwert fir h — O:

Ersetzt man xg durch x, so gilt:

f(x) =eX= f'(x) =eX

i il |
Y] 0.3678 0.3678
o | |
| 2«"TIE2 2."1B2
2 ".369 ".383

Graphvon f

Sekante

N w01 O N

Tangente

—

(0 = lim &1 =1,
h—0

f(xg +h) = f(xg) _e¥oth—gXo

h h
_eXo-eh—exo el
= n = eXo- =

l = i %0 8" =1} = (xo 1 = ox
f(xo)—hhmoeo )= efoT1=e

f'(x) = e*

Die Ableitung der ,e-Funktion” ist die ,,e-Funktion" selbst.

Verdeutlichung:

f(0) = f(0)
f(1) = (N
f(x) = f(x)

Die y-Koordinate (Ordinate) eines Kurvenpunktes
stimmt mit der Steigung in diesem Punkt Gberein.

Graph von f_~"l(0)=i1

3 A T2 x
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Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion

Graph von f mit f(x) = sin(x) bzw. Graph von g mit g(x) = cos(x)
y
1 - f’(%) =0
E f(m) = -1 Graph
-1 112 3\ 4 5 X vonf, g 6 X
{0y =11 i /
4 E :

1 H
: 1
H 1
) 1
1 1
' /\ Graph
-1 ' -1

2 4 5 6\X
Graph von f' mit f'(x) = cos(x) Graph von g’ mit g'(x) = — sin(x)
f(x) = sin(x) = f'(x) = cos(x) g(x) = cos(x) = g'(x) = —sin(x)
IEI’"'IE_|1
O%% Ableitung der natiirlichen Logarithmusfunktion
vl defe3sk Die natdrliche Logarithmusfunktion f mit y Kq

f(x) = In(x); x > 0O, ist die Umkehrfunktion 5
der natirlichen Exponentialfunktion g 4
mit g(x) = eX; xe R. K; entsteht aus K,
durch Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden. 3 o ]
Das Steigungsdreieck wird auch SLp m=g K

e - a
gespiegelt (s. Abb.). / 5

~o 1
Kg: g(x) = e* Ableitung von g: g'(x) = e* /;/ b | |
a

K¢: FX) = In(x) -1 /1 €2 3 4 5

_]_
Steigungvon Ky in P(@le?): g'@) =e?
Steigung von K¢ in P*(e? | a): m = f'(e?) = é
Mit x = e@: £(x) =

fX)=INX; x>0 = f(x) =%
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Faktorregel

Beispiel

2 Ermitteln Sie die Ableitung der quadratischen Funktion f mit f(x) = ax?; a # 0.

Lésung
. . f(xo+h) = f(x axo+h?-ax?
Ableitung an der beliebigen Stelle xq: ms = o ; %) h g
a(x¢+2xh+h?)=axZ ah@x+h)
mg = h = P

ms =a(2xg+h)
Fir h — O strebt a(2xg +h) gegen 2axg: f'(xg) = 2axg

Die Ableitung von f mit f(x) = ax2 lautet f'(x) = 2ax.

Faktorregel
Konstante Faktoren bleiben beim Ableiten erhalten.

Beispiele
f=22 = f(0=12x=5x f0=-4x2 = F'(x)=-42x=-8x
f(x)=7x3 = f'(x)=7-3x2=21x2 f(x) = 5eX = f'(x)= 5eX
f(x) =3sin(x) = f'(x) =3cos(x) f(x) =mcos(x) = f'(x)=—-msin(x)
fx) =4I = fx)=4-1=%2 f(x)=¥ S P0=g ¥
Summenregel

Beispiel

2 Geben Sie die Ableitung der quadratischen Funktion f mit f(x) =ax2 + c; a # 0, an.

Lésung

Verschiebt man eine Kurve in y-Richtung, so y
andert sich die Form der Kurve nicht, damit

kann sich auch die Steigung an einer festen !
Stelle xg nicht &ndern. I }

Kurve Kg: g(x)=ax?

Verschiebung um

¢ in y-Richtung: f(x)=ax2+c ' ' ~_| 7 %
Ableitung: f'(x) =g'(x) =2ax

Die Ableitung von f mit f(x) =ax2+c ist f'(x) =2ax.
Beim Ableiten wird ein konstanter Summand zu null.
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Beispiele
f(x)=3x2+4 = f'(x) = 6x
f(x)=eX+1 = f'(x) = eX

fX)==x2+2x+c = f'(x)=-2x+2

Summenregel

f(x)==-5x3-12x+2 = f'(x) =-15x2-12

f(x)=sin(x) +5
fx)=7

= f'(x) = cos(x)
= f'(x)=0

Die Ableitung einer Summe ist die Summe der Ableitungen der Summanden.

Beispiele
f(x)=x2-4x+3
f(u) = —%uz +%u

f(x) =x3-5x2+3x+1

f(x) = —%ex—3x4

f(x) =4sin(x)+3x°

f(t) =3cos(t) + 4e4
fo=x+Lle2=x+7x142
f(x)=x3+%=x3+%-%
0= —g (2= 4%)
f(x) = 4eX+Vx = 4eX+x05
fx)=ax3+bx2+cx+d
f(x)=In(x) +5

f(x) =7In(x) — 3x

Ableitungsregeln
Faktorregel:

Summenregel:

N R A T 2

f'(x) = 2x - 4
Fuy=-3u+3

f(x) = 3x2 - 10X + 3
f'(x) = —%ex -12x3
f'(x) = 4cos (x) +15x4
f'(t) = =3sin(t)
f’(x)=1—7x‘2=1—%
F(x) = 3x2 - £x2
P =-g@x-4) =-2x+3
f'(x) = 4e*+0,5x705
f'(x) =3ax?+2bx+c

fr(x) =

x|~ x<|—=

ffx)=x—-3

= f'x)=a-g'(x)

der Summanden.
fX)=gx)+hx = f'(x)=g'(x)+h'(x)

Potenzregel:

Funktionen und deren Ableitung

e In der Betriebswirtschaft
Gesamtkostenfunktion K
Erlésfunktion E

® In der Physik
Weg s (t)

Geschwindigkeit v (t)
Ladung Q(t)

f(x)=x"

= f'x)=n-x""" ne@*

Konstante Faktoren bleiben beim Ableiten erhalten.
f(x)=a-gx)
Die Ableitung einer Summe ist die Summe der Ableitungen

Grenzkostenfunktion K’

Grenzerldsfunktion E’

Geschwindigkeit v mit v (t) = s'(t)
Beschleunigung a mit a(t) = v/(t)
Stromstarke | mit [(t) = Q'(t)
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0% 3.3 Aufstellen von Kurvengleichungen aus gegebenen Bedingungen
B

mvurl.de/hnxe Beispiel 1

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) =ax(x =1)(x - 3); xR, a # 0.
Im Ursprung hat K die Steigung 6.
Bestimmen Sie a.

L6ésung

f(xx)=ax(x=ND(x-3)=ax3—4x2+3x) m

"
o
=

Ableitung von f: f'(x) =a(3x2—-8x +3)

— W <

K hat an der Stelle O die Steigung 6:
10)=6 TN
a3=6 G
a=2

Beispiel 2

< Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =ax3+bx2;, xeR.
Das Schaubild von f hat den Wendepunkt W (1] 8).
Bestimmen Sie den Funktionsterm f (x).

Lésung

Ableitungen von f: f'(x) =3ax2+2bx; f"(x) =6ax+2b
Eigenschaft Bedingung Gleichung
W ist ein Kurvenpunkt f(h=8 a+b=8

W ist ein Wendepunkt f(1)=0 6a+2b=0

Die zwei Bedingungen fiihren auf ein lineares

Gleichungssystem (LGS) fiir a und b. a+ b=8 |(-2) .
6a+2b=0 4—_,

Das Additionsverfahren ergibt: 4a =-16

Ergebnis fir a: a=-4

y
Einsetzen von a = -4 in die Gleichung 161Schaubild von f
a+b=28 fuhrtauf b=12.

Ergebnis: f(x) = -4x3 +12x2 8 ]
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Beispiel 3

2 Das Schaubild K einer Polynomfunktion 4. Grades ist symmetrisch zur y-Achse und
hat in xg =2 eine waagrechte Tangente.
Die Gerade g mit y=6x+ 7,5 berthrt Kin x;=-1.

Bestimmen Sie den Funktionsterm.

Lésung
Ansatz: Das Schaubild ist
symmetrisch zur y-Achse:

f(x) =ax4+cx2+e

Die 3 Unbekannten a, c und e sind zu bestimmen.

Ableitung:

Der Berlhrpunkt B(=1]...) liegt auf g:

Berthrpunkt:

f'(x) =4ax3+2cx
y=6-(-1+75=15
B(-1[1,5)

Die Tangente bzw. die Kurve hat in x; = -1 die Steigung 6.

Eigenschaft Bedingung Gleichung Vereinfachung
waagrechte Tangente in xq =2 f(2)=0 Ra+4c=0 |:4 8a+c=0
Steigungin x;=-11ist6 f'(-1=6 -4a-2c=6 |2 -2a-c¢=3
Beriihrpunkt B(-1[1,5) f(-1=15 a+c+e=15 arc+e=15

Die ersten beiden Bedingungen flhren auf

ein (2; 2)-LGS fir aund c:

Addition:

Einsetzen von a = % inz,B.8a+c=0:

8a+c=0
+
-2a-c=3 :]
- -1
6a =3 =a=5

8-%+c=0 =c=-4

Einsetzenvona=%undc=—4ina+c+e=1,5:%—4+e=1,5:>e=5

Funktionsterm:

Schaubild:

Allgemeiner Ansatz

f(x)=ax3+bx2+cx+d

f(x) =ax?+bx3+cx2+dx+e

f0=1x4-4x2+5

Vereinfachter Ansatz bei Symmetrie
f(x)=ax3+cx (zum Ursprung)

f(x) =ax4+cx2+e (zur y-Achse)

135
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Beispiel 4

~

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit
f(x)=aeX+b; xeR, a, belR. K
Bestimmen Sie a und b und geben Sie
den Funktionsterm f(x) an.

4 2 A 1N\ 23 X

L6ésung
Man kann ablesen: Die Tangente an K im Sy(O|1) hat die Gleichung y =-0,5x +1.
Ableitung von f: f'(x) = aeX

Steigung der Kurve an der Stelle O ist gleich der Tangentensteigung f'(0) = -0,5,
damitista=-0,5.

Die Tangente berihrt K im Schnittpunkt von K mit der y-Achse.

Sy liegt auf K, Punktprobe ergibt: 1=a+b
Einsetzenvon a=-0,5 in 1=a+b liefert b: b=15

Ergebnis: a=-05 b=15
Funktionsterm: fx)=-05e*x+15
Beispiel 5

< Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = asin(bx); xeR, a, beR*.
Die Funktion f hat die Periode 2. K hat im Ursprung die Steigung 5.
Bestimmen Sie den Funktionsterm.

Lésung
Periode p =2: b=22—“=n
Funktionsterm: f(x) =asin(nx)
Ableitung: f'(x) = m-acos (rx)
Steigung im Ursprung ist 5: f'(0)=5
nra=5
as3
Funktionsterm:
5. YA
f(x) =7 sin(mx) 3 m=5
5 Y = sin(mx)
1

A




Differenzialrechnung 137

Beispiel 6

< Das Schaubild der Funktion f mit
f(x) = a cos(bx) + mx mit 0 < b < 2 ist K.
Die Wendestellen sind ganzzahlig.
Ermitteln Sie a, b und m mithilfe
der Abbildung.

L6ésung

f ist die Summe der Funktionen g mit g(x) = a cos(bx) und h mit h(x) = mx.
f(x) = a cos(bx) + mx

m ist die Steigung der Geraden durch Q(3|6): m =2

Punktprobe mit P(0|3): 3=a
Funktionsterm: f(x) = 3 cos(bx) + 2x
Ableitungen: f'(x) = = 3b sin(bx) + 2; f”(x) = — 3b2 cos(bx)
Eine Wendestelle: X1 =1
Ansatz: (1) =0 -3b2cos(b) =0 |:(-3b2)
cos(b) =0
b=2+3; i%n; i%n;

Mit 0 < b < 2: b=3
Ergebnis: a=3ib=3m=2
Beispiel 7 K
< Die Funktion f ist gegeben durch

f(x) = ae*X(x — ¢)2. K ist ihr Schaubild.

Die Steigung von K im Schnittpunkt

mit der y-Achse ist 6.

Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x). ]

-3 =2 5 X

L6ésung
Doppelte Nullstelle xyp = 4: c=4
Funktionsterm: f(x) = aek(x — 4)2
Punktprobe mit S,(0[12): 12=a-1-16 & a=0,75
Ableitung mit der Produkt- und Kettenregel
f(x) = 0,75ekX(x — 4)2
Faktor: u(x) = 0,75ekx = Uu’(x) = 0,75ke*x (Kettenregel)
Faktor: v(x) = (x — 4)2 = V(X)=2((x—-4) (Kettenregel)
Mit der Produktregel: f/(x) = 0,75kek* - (x — 4)2 + 0,75ek* -2 (x — 4)

f/(x) = 0,75e** - (x = 4)(k(x = 4) + 2)

f/(x) = 0,75ekx - (x — 4)(kx — 4k + 2)
Ansatz: f'(0) = 6 075 - (—4)(-4k+2)=6 = k=1
Funktionsterm: f(x) = 0,75eX(x — 4)2
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Beispiel 8

< Zwei Wege A und B sollen ohne Knick 45°
(optimal) verbunden werden.
Bestimmen Sie den Term einer Funktion, 4

die den Wegverlauf beschreibt.

L6ésung

Koordinatenursprung: Endpunkt der Strecke A &50
f ist z.B. eine Polynomfunktion 3. Grades.

Ansatz: f(x) =ax3+bx2+cx+d

f'(x) =3ax2+2bx+c

Steigungswinkel o =45 °© entspricht m =1.
Die Bedingungen: A T2 3 4 5 x
f(0) =0; f'(0) = O fihren auf c = 0;d = 0.

— NN W g

f(4) = 4; f'(4) =1flhren auf das LGS: 64a+16b=4
48a+8b =1

Losung des Gleichungssystems: a = —%; b :% und damit ergibt sich f(x) = —%x3 + %xz.

Beispiel 9

2 Annaist eine Luferin. Zum Laufen bendétigt ihr Kérper
Energie. Der Kdrper gewinnt Energie z.B. durch die so-
genannte anaerobe Energiegewinnung (d.h. ohne Sauer-
stoffverbrauch). Diese Energiegewinnung in Kilojoule pro
Sekunde ('%‘J) wird zwischen der 10. und der 100. Sekunde
durch eine Funktion f mit f(t) = a-t-ePt dargestellt. Dabei
gibt t die Zeit in Sekunden an. Nach 26 Sekunden hat die
anaerobe Energiegewinnung mit 2,5% ihren gropten Wert.
Bestimmen Sie a und b.

Lésung
Ableitung mit der Produkt- und Kettenregel: f'(t)=aePt+a-t-bebt=a(1+bt)ebt
Extrempunkt in t =26: f'(26) =0 a(l+26b)e26b=0
Mit a# 0 und e26P £ O: 1+26b=0
-1

b= -5 = ~0.0385
Funktionsterm: f(t)=ate '
Kurvenpunkt P(26|2,5): f(26)=2,5 25=a-26e"!

a=0,2614

Ergebnis: a =0,2614 und b =-0,0385
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Was man wissen sollte — (iber das Aufstellen von Kurvengleichungen
aus gegebenen Bedingungen

Haufig auftretende Formulierungen und die entsprechenden Bedingungen beim Aufstellen
von Kurvengleichungen. K ist das Schaubild von f; G ist das Schaubild von g.

Formulierung in der Aufgabe Bedingungen

+ K verlduft durch P (u|v). fu=v

» K berihrt die x-Achse in x = u. f(u=0; ff(uy=0
+ K hat in x = u die Steigung 5. f'uy=5

« K hatin P(u|v) eine Tangente mit Steigung -2. f(u) =v; f'(u)=-2
+ K hat den Extrempunkt T (u]|v). f(u=v; f(u=0

+ K hat den Wendepunkt W (u|v). f(u=v; f'(uy=0

+ Die Tangente im Wendepunkt W (u|v)
hat die Steigung 0,5. f(u=v; (u=0; f(u =05
« W(u|v) ist Sattelpunkt.
(W ist Wendepunkt mit waagrechter Tangente.) f(u) =v; f’(u) = 0; f'(u)=0
+ K und G beriihren sich in x = u. f (u) = g(u); f'(u) = q'(u)
« K und G schneiden sich in P(u|v) senkrecht. f (u) =g(u); f'(u)-g’(u) =-1

Aufgaben

1 Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades hat in W (1] 3) einen Wendepunkt und in T(3|1)
einen Tiefpunkt. Geben Sie die Bedingungen fir f(x) an und stellen Sie das zugehorige
lineare Gleichungssystem auf.

2 Die Wertetabelle gehért zu einer Polynomfunktion f 4. Grades.

X -2 -1 0 1 2 3 4

f(x) 2,5 0 -15 -8 -135 0 62,5
f'(x) -8 0 -4 -8 0 32 100
f(x) 18 0 -6 0 18 48 90

a) Welche Aussagen kdnnen Sie mithilfe der Tabelle Gber Achsenschnittpunkte, Extrem- und
Wendepunkte des Schaubildes von f machen?
Begriinden Sie Ihre Aussagen.

b) Geben Sie die Gleichung der Tangente an K an der Stelle 1 an.

3 Zu der Polynomfunktion f 3. Grades gehort X — 0 ?
die nebenstehende Tabelle. f()
Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x). £/(x) 3 6
Vervollstandigen Sie die Tabelle. £(x) 0
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a4

10

1
a)
b)

12

13

K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = ax® + bx2 + 2x.

K hat an den Stellen 1und 3 je eine waagrechte Tangente.
Bestimmen Sie den zugehdérigen Funktionsterm.
Welche Bedeutung hat der Punkt A(2[1)?

Eine Polynomfunktion 3. Grades hat die Nullstellen x;=0, x> =2 und x3=-3.
Ihr Schaubild hat im Ursprung die Steigung 12.
Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x).

Das Schaubild K einer Polynomfunktion 4. Grades hat in E(=1]2) einen Extrempunkt.
An der Stelle 1 hat K eine waagrechte Tangente, an der Stelle O eine Tangente mit der
Gleichungy =3x + 5.

Geben Sie ein LGS zur Bestimmung des zugehdrigen Funktionsterms an.

Das Schaubild einer trigonometrischen Funktion mit der Periode p == hat den Hoch-
punkt H(3|5).
Bestimmen Sie einen méglichen Funktionsterm.

Eine trigonometrische Funktion hat die Periode p = 4. Das zugehorige Schaubild hat im
Schnittpunkt mit der y-Achse eine Wendetangente mit der Gleichung y =2x + 3.
Geben Sie einen Funktionsterm an.

Gegeben ist die 2. Ableitung der Funktion f durch f”(x) =6x +b; beR.
Die Wendetangente hat die Gleichung y = 4x — 8. Diese berthrt das Schaubild von f auf
der x-Achse. Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x).

Der Graph einer Polynomfunktion 5. Grades verlduft symmetrisch zum Ursprung.
f erflllt die Bedingungen f(=1) =1, f"(=1)=0 und f'(-1) = 3.
Was bedeuten diese Bedingungen?

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =ax4+bx2+2; a # 0 mit Schaubild K.
Zeigen Sie: K ist symmetrisch zur y-Achse.

Die Tangente an K in P(2]0) hat die Steigung 4.

Bestimmen Sie a und b.

Eine Polynomfunktion 3. Grades hat einen Extrempunkt in A(2|0).
Geben Sie fir drei verschiedenartige Funktionen jeweils einen Funktionsterm an.

Der Graph einer Polynomfunktion f 3. Grades berihrt die x-Achse an der Stelle 1 und
schneidet die x-Achse an der Stelle -2.

Geben Sie fir drei verschiedene Funktionen, die die gegebenen Bedingungen erfillen,
den Funktionsterm an.
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14 Die Abbildung zeigt das Schaubild einer
Exponentialfunktion. Diese kann durch einen
der folgenden Funktionsterme beschrieben
werden:

g;(x) =a—be 05x

0200 = ax - b =058 2 /1 2 3 4 5 ¢ X
g3(x) =a - be0Sx

Begriinden Sie, welche Terme zur Beschrei-
bung ungeeignet sind. Ermitteln Sie flr den
geeigneten Funktionsterm Werte fir a und b.

Schaubild von f v

15 Die gezeichnete Kurve ist das Schaubild der g

Funktion f mit f(x) = ax(x = xp) (x = x2); x€R. 1
Bestimmen Sie a, x; und x, mithilfe der Zeichnung.

-2 - 4 1 2 3 X

-2

-3

-4

16 K ist das Schaubild einer Funktion f.
Bestimmen Sie einen méglichen Funktionsterm aus der Abbildung.

a) y b) y c) V4
3 4 3
A |
2 2
1 2
. ‘ 1 1
2 4 X
. —2/ i _4 i \ 2X >
2 4 3 2 Al 1
17 Zwei parallele Schienenstrange sollen so y
verbunden werden, dass es keine Stelle mit c
einem Knick gibt. 1

Der Vorschlag der Behérde lasst sich beschrei-

ben durch f(x) = ax3 + bx.

Bestimmen Sie a und b.

18 Das Schaubild K von f mit f(x) = (@ax + b)eX; xeR, a, beR berihrt
die Gerade mit y = e an der Stelle 1.
Bestimmen Sie den Funktionsterm.
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19

a)
b)

c)

d)

20 Der Bestand an fester Holzmasse h(t) zum

21

In eine Tasse Tee wird 90°C heifer Tee eingeschenkt.

Der Tee kiihlt auf die Zimmertemperatur von 20°C ab.

Die Funktion h mit h(t) = a + be=92t peschreibt diesen
Abklhlvorgang.

Dabei ist t die Zeit in Minuten und h(t) die Temperatur in °C.
Bestimmen Sie a und b. Skizzieren Sie das Schaubild von h.
Berechnen Sie die Zeit, die vergeht, bis der Tee auf Trink-
temperatur (50°C) abgeklnhlt ist.

Berechnen Sie die momentane Anderungsrate der Temperatur
in t;=1 undin t, =10. Interpretieren Sie lhre Ergebnisse.
Die Temperatur nimmt héchstens um 14 °C pro Minute ab.
Uberpriifen Sie diese Behauptunag.

Zeitpunkt t in einem Wald wird durch die
Funktion h mit h(t) = a-ekt beschrieben.

Dabei wird die Zeit t in Jahren und der Bestand
h(t) in m3 gemessen.

Zu Beginn des Jahres 2016 (t = 0) betragt

der Bestand 105m3, die momentane Anderungs-
rate liegt bei 2500 m3/Jahr.

Bestimmen Sie a und k.

Fir a, beR* ist die Funktion f gegeben durch f(x) =ae **'+bx; xeR.
Bestimmen Sie a und b so, dass das Schaubild K von f das Schaubild H von h mit
h(x) = =x(x —3) an der Stelle 1 berlhrt.

22 K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = asin(b(x — c)); XxeR.

Die Stelle 3 ist eine Maximalstelle von f. K hat im Ursprung die Steigung %.
Bestimmen Sie einen Funktionsterm.

23 Die Funktion f ist gegeben mit f(x) = aek*(x = ¢)2. K ist ihr Schaubild.

K berlihrt die x-Achse in N(3 | 0) und schneidet die y-Achse in P(O | 4,5).
Die Steigung in P ist 1,5. Bestimmen Sie a, k und c.

24 Zum Laufen bendétigt der Kérper Energie.

Diese Energiegewinnung (ohne Sauerstoffverbrauch) in Kilojoule pro Sekunde (k?‘]) wird

durch eine Funktion f mit

f(t) =0,25-t-ebt: 0 <t <100 dargestellt.

Dabei gibt t die Zeit in Sekunden an.

Eine Studie besagt, nach 33,3 s gewinnt der
Koérper die maximale Energie. Bestimmen Sie den
Wert von b. Geben Sie die maximale Energie-
gewinnung des Korpers an.




Differenzialrechnung

Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1
a)

c)

a)

a)

Untersuchen Sie das Schaubild der Funktion f auf Hoch- und Tiefpunkte.
b) f(x)=(x-3)e* xeR

d) f(x)=e2x-eXxeR

f(X)=x3—%x2+6x+3;xerR

f(x) =sin(nx - 2); x€1]-0,5; 2,5[

Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente.
f(x)=-x3+3x2-1, xeR

Machen Sie eine Aussage Uber das Krimmungsverhalten des Graphen K von f.

Skizzieren Sie K.

f(x)=%x—%x3;erR

Die Abbildung zeigt das Schaubild K einer

Funktion f. 12\6"
Begriinden Sie, ob folgende Aussagen wahr

oder falsch sind. 80T
(1) K hat zwei Wendepunkte.

(2) f"ist wachsend auf [4; 8]. 401

(3) f"(2) <1"(8)

b) f(x):ex—%x2+3;xerR

b) f(x)=cos(2x)+1;, xel-2;2[

(4) Die maximale momentane Anderungs- 0
rate von f liegt bei 8.

Das Schaubild einer Polynomfunktion 3. Grades ist symmetrisch zum Ursprung

und hat den Extrempunkt E(2]8).
Bestimmen Sie den zugehdrigen Funktionsterm.

1

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %x3 +5x2 =2 x€R.

Zeigen Sie: f ist monoton fallend fir -2 <x<1.

143
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3.4 Modellierung und anwendungsorientierte Aufgaben

in der Natur: Wachstumsprozesse Zerfallsprozesse

in der Wirtschaft

Funktionen im Anwendungszusammenhang sind von grof3er Bedeutung.

Ldsst sich eine reale Situation mathematisch (z.B. durch eine Funktion) beschreiben, so
kénnen mathematische Uberlegungen zur Klarung der Fragen und Probleme, die sich aus der
Praxis ergeben, beitragen.

Diese Vorgehensweise nennt man ,,mathematisches Modellieren".

Modellierungskreislauf

reale Vereinfachung N reales
Situation - Modell
A E)
Annahmen treffen, @
Vereinfachung 2
S
f o
) i
= (&3
o 2
5 i
= 5
N
; Yo
mathematische mathematisch [6sen mathematisches £
Losung < Modell
Gleichungen Funktionsterm
bestimmen

[6sen
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Beispiel 1

2 Die Anzahl der Individuen einer Population wurde

im Laufe von 5 Wochen gemessen:
tnwochen) | o | 1 | 2 [ 3 | 4| s

Bestand f(t) | 825 | 98 | 135 | 1333 | 1564 | 1836

a) Begrinden Sie die Annahme, dass der Bestand
ungefdhr exponentiell zunimmt.
Bestimmen Sie das Wachstumsgesetz.
b) Nach welcher Zeit ist die Zunahme des Bestands pro Woche gréfer als 9007?
L6ésung
a) Exponentielles Wachstum liegt vor, wenn die Anzahl der Individuen in einer Woche
stets mit dem gleichen Faktor wachst.
fM) _117q. 1@ _ =117 -
oy = W73 gy =172 = fit+1)=117-1(t)
Der Wachstumsfaktor betrdgt also 1,17. Die Anzahl der Individuen nimmt in einer
Woche um 17 % des letzten Bestandes zu (Bestand zu Wochenbeginn).
Wachstumsgesetz: f(t) =825 - 117t
Mit 117 = eln(17) = 016 erhilt man f(t) in e-Basis: f(t) = 825016t
Alternative: Ansatz fiir exponentielles Wachstum f(t) = aekt
Mit f(0) = 825: a=825 Y4 Bestand Wachstumsprozess
f(1) =968: 825ek1=968 10000+
k=
‘; IW 8000 1
=In(117) =01
nai7) =016 6000
Wachstumsgesetz: f(t) = 825-e0/16t 4000+
2000 T I
b) Die Ableitung von f gibt die Zunahme der | | | | [ tinWothen
Individuen pro Woche an. 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Ableitung:

f'(t) = 825-0,16-e016t = 132016t

Ansatz: f'(t) =900 132-e016t = 900
e0l6t = 6,82
0,16t =1In(6,82)

_In(6,82) _
t= 06 - 1,99..

Nach 12 Wochen ist die Zunahme der Individuen pro Woche gréper als 900.
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4.5 Anwendungen der Integralrechnung

4.5.1

Beispiel

2 Die Abbildung zeigt den Querschnitt des

Flachen in anwendungsorientierten Aufgaben

Betonkorpers eines Tunnels.

Dieser wird durch die Graphen zweier
Funktionen modelliert, innen durch K
von f mit f(x) =ax2+ b, auBen durch G

von g mit g(x) = 8cos(5gx] + 3.

Die lichte Tunnelhdhe betragt 8 m.

a) Bestimmen Sie a und b. y
b) Wie viel Beton wird benétigt, wenn der 127
Betonkorper 5m in den Tunnel reicht? 107
6 L
4 L
2
6 -2 -8 -4
Lésung
a) Bedingungen fir a und b: f(0)=8 = b=8
f(10)=0 = 100a+b=0
Einsetzen von b =8 ergibt: a-= —%
Funktionsterm: f(x) = —%xz +8
b) Querschnittsflache

Um den Inhalt der Querschnittsflache zu berechnen, braucht man folgende Flachen:
Aq: Flache zwischen der Kurve G und der x-Achse zwischen —14 und 14

A,: Flache zwischen der Parabel K und der x-Achse zwischen =10 und 10

Hinweis: Die Kurven K und G sind symmetrisch zur y-Achse.

14
8:28 _. 14

Ar zi 8 (cos(Z5x) + 3)dx = 2] &8 sin(35x) + 3], = 226,6 A =226,6
10 5 > 10

Az2| (-&x2+8)dx = 2[-Z&x3 + 8x] =106,66 A, =106,7
0

Inhalt der Gesamtflache in m2: A=A -A,=199

Volumen des Betonkérpers: V=A-h=199-5=5995

Man benétigt etwa 600 m3 Beton.
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Aufgaben

1 Eine Wasserrinne wird durch den Graph einer

@ <<

Polynomfunktion f mit f(x) = —31—2x4 +x2 model-

liert. Eine LE in der Abbildung entspricht 1dm in
Wirklichkeit.
a) Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Wasserquer-
schnitts, wenn die Rinne ganz gefullt ist. Y 4 X
b) Wie viel Prozent der maximalen Wassermenge
flieft, wenn die Wasserrinne bis 3,5dm geflllt ist?

2 Die Abbildung zeigt den Querschnitt des Betonmantels einer Unterfiihrung (Langen in
Meter). Die Schaubilder der Funktionen f mit ¥
f(x)=ax2+6,5 und g mit g(x) = bcos(%x) +C

begrenzen den Querschnitt von unten bzw. von oben. i
a) Bestimmen Sie a, b und c und k. 4
b) Wie viel Beton wird benétigt, wenn die Unterfihrung 2
80m lang ist? 0-8%6-4-202 46 810X

3 Zwei sich senkrecht kreuzende Autobahnen sollen
miteinander verbunden werden.
Die Abbildung zeigt die Situation in einem geeigneten
Koordinatensystem.
Die Verbindungskurve K mindet bei =2 und bei 2 ohne
Knick in die Geraden ein.

a) Die Kurve K ist der Graph einer Polynomfunktion f.
Welche Bedingungen muss f erfillen?

Prifen Sie ob die Bedingungen fir f mit

F(0) = =gz x4+ 2x2 + 3 erfillt sind.

b) Wie grof ist die ,vergeudete”, d.h. von den Straf3en
eingeschlossene Flache?

4 Herr Burg ist Eigentimer der Wiese W am Fluss. Die Abbildung zeigt die Lage von W und
den Verlauf eines Flusses (Maf3e in m, nicht mapstabsgetreu).
Wie viel m2 hat die Wiese?
Er verpachtet den Flusslauf von a bis c als Fischwasser b
flir 1€ pro Jahr und m2 Wasserflache. 100
Wie hoch ist sein Pachtzins, wenn der Fluss immer W
b =25m breit ist? Erldutern Sie Ihre Vorgehensweise.
200 < 50—>|

o
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4.5.2 Interpretation von Flachen

Beispiel 1

< Das Schaubild von f mit f(t) = 0,005t3 - 0,1t2 - 19t + 115; t >0,
beschreibt die Anzahl der Fahrzeuge pro Minute, die eine Mautstelle passieren.
Wie viele Fahrzeuge passieren in den ersten 20 Minuten insgesamt die Mautstelle?

Lésung Anzahl/Minute

f(h=113,0; d.h.T13 Autos/Minute, konstant =t

Uber eine Minute ergibt: 113 Autos in dieser

Minute. Die Summe der Flacheninhalte ofofol=tol -
aller Rechtecke ergibt ndherungsweise die FEEEER E
Gesamtzahl der Fahrzeuge: 201

13,0 +110,8 +108,5 + ... + 77,0 =1834,5 Py
Die Gesamtzahl der Fahrzeuge ldsst sich 5 10 15 i r(r)lin
durch den Inhalt der Flache zwischen dem Graph von f und der t-Achse bestimmen:

20

j f(t)dt =1853,3. In den ersten 20 Minuten passieren 1853 Fahrzeuge die Mautstelle.

0

Anzahl der Fahrzeuge
Minute

Vergleichen Sie die Einheiten: -Minute ergibt Anzahl der Fahrzeuge.

Hinweis: Bei gegebener Ankunftsrate f (Fahrzeuge pro Zeiteinheit) wird die Gesamtzahl
b

der Fahrzeuge im Zeitraum [a; b] bestimmt durch j f(t)dt.
a

Beispiel 2

< Fir die kommenden Monate kann die Absatzrate eines Produktes durch folgende
Funktion f modelliert werden: f(t) =12e-05t+1; t >0; tin Monaten; f(t) Absatzrate
(Absatz in ME/Monat). Berechnen Sie den Gesamtabsatz in den ersten 6 Monaten.

Lésung A ME/Monat
Die Summe der Fldcheninhalte aller Rechtecke 21
ergibt ndherungsweise den Gesamtabsatz. 10+ f)=83
Der Gesamtabsatz lasst sich durch den Inhalt 8
der Flache zwischen dem Schaubild von f und 6T
4
2

6
der t-Achse bestimmen: J f(t)dt =28,8 I |

0 [ ]
In den ersten 6 Monaten kdnnen 28 ME abge- 0 1 2 3
setzt werden.

Vergleichen Sie die Einheiten:

1-83

6
t Monate
_ME |
Monat
Hinweis: Bei gegebener Absatzrate f (Absatz in ME pro Zeiteinheit) wird der
b

Gesamtabsatz im Zeitraum [a; b] bestimmt durch J f(t)dt.
a

Monat ergibt ME.
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Beispiel 3

2 Gegeben ist die Geschwindigkeitsfunktion v
mit v(t) =Tt -5t2 0<t<40; vin' tins.
Bestimmen Sie die Maf3zahl des insgesamt
zuruckgelegten Weges.

Lésung
Der zurlickgelegte Weg entspricht der Fldache unter v
der Kurve im v-t-Diagramm. 50
40 40 40 -
[ vrdt=[ (Tt-Et2)at sl =283 3
0 0 2 Elr M

[ T2 1,3740 < o

=[Ft2- 330 = 137778 0 S 2
Der zurlickgelegte Weqg betragt 1377,78 m. 0 = =]

10 20 30 40 t

Vergleichen Sie die Einheiten: %-s ergibt m.

Hinweis: Bei gegebener Geschwindigkeit wird der zurtickgelegte Weg im Zeitraum [a; b]
b

berechnet durch jv(t)dt.

a

Beispiel 4 lin A

< In der Grafik ist die Abhdngigkeit der Strom-
starke | in Abhangigkeit von der Zeittins
dargestellt. Ermitteln Sie die Ladung, die in der
Zeit 0 <t <4 insgesamt transportiert wurde.
Verwenden Sie: I(t) = —t2 + 4t. b ; 5 3 T tins

— N W N

L6ésung
Die transportierte Ladung entspricht dem Inhalt der Flache unter der I-Kurve.

Bei von der Zeit t abhdngiger Stromstarke | gilt fir die transportierte Ladung: J [(t)dt

4 4 0
[1bdt = (-2 +4at)dt
0 0

_[_1 4_32 _
=[-3t3+2t2]0 =2 = 10,66...
Die transportierte Ladung betragt 10,7 As.

Vergleichen Sie die Einheiten: A-s ergibt As (Amperesekunde).
b
Hinweis: Aus (1) = Q'(t) folgt j I(t)dt =Q(b) - Q@).

a

21
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Beispiel 5

2 Uber ein Ventil kann das Wasservolumen in einem
Wasserturm geregelt werden. Die Starke des Wasser-
stroms ist gegeben durch
f(t) =05 t-e05h) +4; 0<t<6;

t in Minuten; f(t) in m3/Minute.

Nach etwa 4,16 Minuten stellt das Ventil von Zufuhr
auf Entnahme um. Uberpriifen Sie.

Skizzieren Sie das Schaubild von f.

Enthalt der Behdlter nach 6 Minuten mehr Wasser als
zu Beginn der Messung? Begriinden Sie.

Lésung m3/Minute
f(4,6) = 0,005; f(4,17) =-0,015 4
Die Behauptung ist wahr. 3
f hat eine Nullstelle in ca. 416. Z1 Fiache
Positive Funktionswerte bedeuten eine 0 f f f
At 1 2 3 t

Wasserzufuhr. i
Negative Funktionswerte bedeuten eine -3t
Wasserentnahme. -47

416 57
Integration: | f(t)dt =101 6T

0
Die Flache zwischen dem Schaubild von f und der t-Achse liegt oberhalb der t-Achse.
6
[ fdt=-47

46

Die Flache zwischen dem Schaubild von f und der t-Achse liegt unterhalb der t-Achse.
Der Inhalt der Flache zwischen dem Schaubild von f und der t-Achse oberhalb der
t-Achse bedeutet die gesamte Wasserzufuhr, unterhalb der t-Achse die gesamte

Wasserentnahme.
6

[fdt=54>0

0

Die Wasserzufuhr Gbersteigt die Wasserentnahme, der Behdlter enthalt mehr Wasser.
(vgl. Sie: Flachenbilanz)
Der Gesamtdurchlauf in m3 |4sst sich berechnen durch 10,13 + 4,71 = 14,8.

Hinweis: Bei gegebenem Wasserdurchfluss f (Volumen pro Zeiteinheit) wird die Differenz

von Wasserzufuhr und Wasserentnahme im Zeitraum [a; b] bestimmt
b
durch j f(t)dt (orientierter Flacheninhalt).

a



Beispiel 6

2 Ein Heipluftballon bewegt sich
geradlinig fort. Die Geschwindigkeit
des Ballons wahrend der einstiindigen
Fahrt wird durch das Schaubild von
v mit v(t) = 200t3 - 320t2 +120t;

0 <t <1 modelliert.

Skizzieren Sie das Schaubild von v in
einem Koordinatensystem.

Wie grof3 ist der zurlickgelegte Weg?

L6ésung

Nullstellen von v: v(t) =0
Ausklammern:

Satz vom Nullprodukt:

Ldsung der quadratischen Gleichung:

Integralrechnung

20013 -320t2+120t=0
20t(10t2-16t+6)=0
t=0 oder 10t2-16t+6=0
t=0,6 oder t=1

213

Nullstellen von v: O; 0,6; 1 Av in km/h
121
Schaubild von v: 1g:
6.
4.
2

21 02 04 0 08 /0 tinh
_4 L
_6 L

Der zurlickgelegte Weg entspricht dem Inhalt der Flache zwischen dem Schaubild von v
und der t-Achse im v-t-Diagramm.

Positive Funktionswerte: Fahrt in einer Richtung

Negative Funktionswerte: Fahrt in entgegengesetzter Richtung

Integration:

0,6

j v(t)dt =504 Die Flache liegt oberhalb der t-Achse.

o

v(dt=-171 Die Flache liegt unterhalb der t-Achse.

——

0
Gesamter zurtickgelegter Weg: s = 5,04 +1,71= 6,75 (km)

Hinweis: Der Wert der Flachenbilanz (des orientierten Fldcheninhalts)

1
5,04 —1,71= 3,33 (km) oder jv(t)dt = 3,33 gibt die Entfernung
o

vom Startpunkt zur Position nach 1 Stunde an.
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Beispiel 7

O Gegeben ist die Funktion f mit f(t) = (6 - 75t)e004t; t > 0.

a) Zeigen Sie: F mit F(t) = —%(ZSt — 3325)e004t jst eine Stammfunktion von f.
b) Das Schaubild von f beschreibt die For- yin 106&
derung von Bodenschéatzen. Im Jahre 10 <ELS
t =0 (1910) wurde mit der industriel-
len Férderung begonnen, f (t) gibt die 20
geférderte Menge in 106kg im Jahr t
an: 20 40 60 80 100, ¢
in Jahren
Nennen Sie mithilfe der Abbildung besondere Bereiche dieses Schaubilds und ihre
Bedeutung fir die Entwicklung der Férderung.
c) Wie viel Bodenschatze wurden insgesamt geférdert? Wie grof3 ist die durchschnitt-
liche Jahresférdermenge?
Lésung
a) Ableitung von F: F'(t) = - -£e004t(25 + 0,04 (25 - 3325)) = ~75e004t(t - 108) = (1)
b) Aus der Abbildung: Schnittpunkt mit der y-Achse: S(0O|6)
Vor Beginn der industriellen Férderung werden bereits 6000 Tonnen geférdert.
Schnittpunkt mit der t-Achse: N (108 |0)
Nach 108 Jahren, also 2018 wird die Férderung eingestellt.
Hochpunkt: H(83|38)
Maximale Jahresforderung 38 000 Tonnen im Jahre 1993 (t = 83)
Wendepunkt: W (58]28)
Punkt mit maximaler Steigung, also maximale jahrliche Zunahme der Férderung.
Bis t =58 wird jedes Jahr mehr geférdert und der jahrliche Zuwachs
(Steigerungsrate) nimmt zu. Von t = 58 bis t = 83 Zunahme der Férdermenge, aber
der jahrliche Zuwachs wird geringer.
c) Die Flache unter der Kurve liefert die Gesamtférderung

108

| fhdt=[-75e004t (25t - 3325)]*° ~ 2426
0

Gesamtforderung 2426000 Tonnen

Durchschnittliche Jahresférdermenge als Mittelwert:

24260?008Tonnen = 22462 Tonnen

Hinweis: Bei gegebener Férderrate (Férdermenge pro Zeiteinheit) wird die

b

Gesamtforderung im Zeitraum [a; b] gesucht: j f(t)dt
a
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Aufgaben

1

a)

b)

a)

a)

a4

Das Hohenwachstum eines Baumes kann fir 0 <t<5
durch die Anderungsrate v beschrieben werden:

v(t) =1,25e705t: tin Jahren; v (t) in Meter pro Jahr.
Zeichnen Sie einen Graphen, der die Entwicklung der Héhe
des Baumes darstellt, wenn dieser zu Beginn (t=0) 0,5m
hoch war.

Welche Bedeutung haben die folgenden Integrale

fUr die vorgegebene Situation?

1 4 4
. jv(t)dt . j v(b)dt . o,5+jv(t)dt
0 1 0

Der Kostenzuwachs eines Betriebes fiir die Produktion von x ME
I&sst sich beschreiben durch K'(x) = 3x2 —14x + 135, x in ME;

vy i Geldeinheit ( GE
K'(x) in Mengeneinheit (ME)‘
Berechnen Sie folgende Integrale und interpretieren Sie Ihre Ergebnisse 6konomisch.
5 10 10
[ K0 dx b | K'(x)dx 0 20+ K'(x)dx
0 5 0

Die Messstelle am Bewdsserungsreservoir zeigt zu jedem Zeitpunkt den momentanen

Wasserdurchsatz an. Die Durchflussmenge in mT3 |asst sich modellieren durch
f(t) =1,8t2+ 24t +150; t>0; tinh.
Berechnen Sie folgende Integrale und interpretieren Sie den Integralwert jeweils im

Sachzusammenhang.

5 6 8
jf(t)dt b) Jf(t)dt ) 10+jf(t)dt
0 i 0

Bei illegalen Autorennen versuchen die Teilnehmer, mit ihren getunten Autos eine gerade
Strecke mdglichst in kurzer Zeit zurlickzulegen. Der Geschwindigkeitsverlauf eines
Fahrzeugs wird durch v mit v(t) = 60 - 60e7009% t>0, tins, v(t)inT beschrieben.
Nach 60s fahrt der Teilnehmer Gber die Ziellinie. Wie lang ist die Strecke?

Die Funktion f mit f(t) =184 —184e~0135t peschreibt modellhaft die Entwicklung der
wdchentlichen Verkaufszahlen einer neuen Zahnpasta in Tuben. Dabei ist t die Zeit in

Wochen nach der Einfihrung, f(t) die verkaufte Stiickzahl innerhalb der Woche t.
8

Interpretieren Sie das Integral Jf(t)dt.
0

Prifen Sie, ob nach 15 Wochen insgesamt mehr als 1500 Tuben verkauft sind.

Ein Auto fahrt im Zeitintervall [0; 4] mit wechselnder Geschwindigkeit
v(t) =—6t2+48t; tinh, v({t)in kTm
Berechnen Sie die zurlickgelegte Strecke.

215
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7

a)
b)

c)

a)

b)

c)

Herr Mdller macht eine Fahrradtour. Er wahlit eine 55km lange Strecke von einem See zu
einem Berg.

35 km

Herr Muller startet 35km vom See entfernt vom Punkt A in Richtung des Berges.
Das folgende Schaubild zeigt das Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm seiner Fahrt.

Interpretieren Sie dieses Diagramm. vinkm/h
Bestimmen Sie eine Polynomfunktion 20+
3. Grades, deren Graph der Kurve im 10+
Diagramm entspricht. |
Bestimmen Sie die gréfte Entfernung vom ok 02 04 06 08 1 tinh
Ausgangspunkt A wahrend dieser Stunde. 20+
_30 L
—404
Ein Patient erhdlt nach einer Operation eine Infusion. v (mg/h)
Die Abbildung zeigt die Dosierung eines Medikamen- 08
tes (Zufuhr pro Zeit in mg/h) Uber einen Zeitraum von 06
8 Stunden. '
Wie verdndert sich der Verlauf der Dosierung? b
Der Graph in der Abbildung soll mit einer Exponential- 02
funktion f mit f(t) = atePt modelliert werden. 0.0 L S

In t =2 ist eine maximale Dosierung von % eingestellt.
Priifen Sie, ob f mit f(t) = te=95t eine geeignete Funktion ist.
Zeigen Sie, dass F mit F(t) = -2(t +2)e 25t eine Stammfunktion von f ist.
Bestimmen Sie damit ndherungsweise die Menge des verabreichten Medikamentes.

Ein Landwirt hat eine nur unvollstdndige Ubersicht {ber die jahrlichen Ertrdge seiner
Erdbeerplantage. Das Feld erbrachte zu Beginn der Aufzeichnung einen Ertrag von

4 Tonnen und einen Grenzertrag von null. Sechs Jahre spater erreichte die Jahres-
produktionsrate einen Hochststand von 8 Tonnen.

Bestimmen Sie eine Funktion f, die den Ertrag pro Jahr in Abhangigkeit von der Zeit t in
Jahren beschreibt.

In welchem Jahr verzeichnet der Landwirt den grof3ten Ertragszuwachs?

Welche Bedeutung hat diese Stelle flr das Schaubild der Funktion f?

Wie viel Tonnen Erdbeeren hat der Landwirt in diesen zehn Jahren geerntet?
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a)

b)

1

a)
b)

c)
d)

12

a)

b)

)

13

a)
b)

c)

d)

Integralrechnung

Aus einem Wasserspeicher mit einem Fassungsvermdgen von 800 m3 wird Wasser
entnommen. Die Entnahmegeschwindigkeit an diesem Tag wird beschrieben durch
die Funktion f mit f(x) =24x - x2, 0<x<24; x =0 entspricht O Uhr.

Dabei ist x die Zeit in Stunden und f(x) gibt die Entnahmegeschwindigkeit in m3 pro
Stunde zum Zeitpunkt x an.

Wie viel m3 Wasser werden zwischen 2 Uhr und 3 Uhr dem Speicher entnommen?

5
Berechnen und interpretieren Sie das Integral 800 —J f(x)dx.
0

Fir die Geschwindigkeit eines Trabant (Automarke), der zur Zeit t = O startet, gilt die
Beziehung v (t) = 35(1 - e0.02t); (tins, v(t)inT).

Wie schnell (in km/h) fahrt der Trabant nach 1 Minute, nach 2 Minuten?

Bei einer Geschwindigkeit von 120kTm fangt das Lenkrad an zu vibrieren.

Wie lange hat der Fahrer beschleunigt?

Geben Sie die Hochstgeschwindigkeit des Trabant an.

Wie viel km legt der Trabant in den ersten zwei Minuten zurlck?

Ein Kondensator wird gemaf3 der Funktion | mit

I(t) =12e72t(et =1); t=0, tins, I(t) in mA

Uber einen konstanten Widerstand aufgeladen.

Beschreiben Sie den Verlauf der zugehoérigen Kurve.

Welche physikalische Bedeutung haben die einzelnen Abschnitte?

Ermitteln Sie rechnerisch die gréfte Stromstarke I ax-

Es gibt Zeitpunkte, in denen die Stromstarke 0,515 betragt.

Ermitteln Sie einen dieser Zeitpunkte.

Welche Ladungsmenge Q nimmt der Kondensator wahrend des Aufladens auf?

Der Kernzerfall als Ursache der natirlichen Radioaktivitat ist ein Phanomen, das dem
Gesetz der Form f(t) = ae~kt gehorcht.

Dabei gibt f(t) ndherungsweise die Anzahl der Zerfalle pro Tag an.

Zu Beginn der Beobachtung von Radioiod werden 1000 Zerfalle pro Tag, 10 Tage spater
422 Zerfdlle pro Tag gemessen.

Bestimmen Sie a und k und die Halbwertszeit von Radioiod.

Wie viel Tage muss man warten, bis die durch Radioiod verursachte Radioaktivitat auf 5%
des urspriinglichen Wertes abgesunken ist (was 95 % Zerfall bedeutet)?

Fir die Funktion F gilt fir t>0: F(0) =0 und F'(t) = f(b).

Bestimmen Sie den Funktionsterm. Welche physikalische Bedeutung hat F?

Wie viel Kerne sind in den ersten zwanzig Tagen zerfallen?

Wie grof3 ist die Anzahl der unzerfallenen Kerne bei Beobachtungsbeginn?

217
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mezm 4.5.3 Rotationskdrper
.

L
mvurl.de/giot  Die Bilder zeigen Rotationskoérper aus dem Alltag. Bei diesen Kérpern ist das Volumen eine

wichtige Grofe. Das Volumen kann mithilfe der Integralrechnung bestimmt werden.

Rotationskérper entstehen, wenn eine ebene Flache um eine Achse gedreht wird.

Beispiel
Der Mischer eines Betonwagens rotiert um eine

Achse. Zur Berechnung des Volumens wird der
Rand durch eine Kurve angendhert.

Rotiert die Flache zwischen dem Graphen von f und
der x-Achse um die x-Achse, so entsteht ein
Rotationsparaboloid.

Will man das Volumen des Kérpers berechnen, lasst
sich folgende Methode anwenden: Man unterteilt
den Rotationskdrper mit dem Volumen V in n

(n € N*) Zylinderscheiben der Dicke h = Ax.

Der Radius einer Zylinderscheibe betragt f(x;).
Somit erhdlt man flr das Volumen einer Zylinder-
scheibe: Vi =+ (f(x))2- Ax.

Das Gesamtvolumen der Zylinderscheiben im Inter-

vall [0; b] ist dann Zn:vi = iﬂ.(f(xi))z. N

Mit Ax gegen null, d.h. n — oo, erhdlt man daraus (bei Rotation um die x-Achse) das Volumen
V des Rotationskérpers im Intervall [O; b]:

. b
Volumeninhalt V = fim Y m(f(x))2 Ax = f (f(0)2dx
i=1 0



Integralrechnung

Beispiel 1 £
< Gegeben ist der Graph der Funktion f mit 2t
/
f(x)=Vx; x>0. "
Der Graph von f, die Parallele zur y-Achse mit 1
x = 3, und die x-Achse schliefen eine Flache
ein.
Diese Flache rotiert um die x-Achse. 1 ? 3 X
Berechnen Sie das Volumen des entstehenden x=3
Drehkorpers.
Lésung
b 3 3
Mit der Formel V = ﬂj(f(X))ZdX erhélt man: V = ﬂj(&)zdx = wjxdx
a 0 0
3
= x[2]7 = 2 ~ 1414
Das Volumen V des entstehenden Drehkdrpers betragt etwa 14,14 VE.
Beispiel 2
2 Die Graphen von f mit f(x) = 0,5x3 und von g mit g(x) = -x2+ 4x; xeR.
umschliefen fir xe[0; 2] ein Flachenstiick. Rotiert dieses Flachenstiick um die
x-Achse, so entsteht ein Rotationskérper mit dem Volumen V. Bestimmen Sie V.
Lésung
Schnittstellen: f(x) = g(x) 0,5x3=-x2+4x
Nullform: 05x3+x2-4x=0
Ausklammern: x(0,5x2+x—4)=0
Satz vom Nullprodukt: X1=0; xp=2; x3=-4
Die Flache zwischen dem Graphen von f und der x-Achse rotiert um die x-Achse:
2 2
Vinnen = 7 [ (F(0)2dx = [ (0,5x3)2dx y
0 0 4
2 : 5
= 0,25x6dx = 7|55 X7 |, = 14,36
“i xedx = n[ 35275 / Ky
Die Flache zwischen dem Graphen von g und der '
x-Achse rotiert um die x-Achse: t
2 2
Vau[ien:ﬂj(G(X))dezﬁj(-xz+4x)2dx 1 2 3 X
0 0
7 1 16 312
= ﬂi(x“— 8x3 +16x)dx = [1x5 - 2x4 +12:3]° ~ 53,62

Das Volumen des gesuchten Rotationskdrpers erhdlt man als Differenz:
V = Vaypen ~ Vinnen = 53,62 —14,36 = 39,26
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Der Graph von f schlieft mit der x-Achse auf [a; b] eine Flache ein.
Rotiert diese Flache um die x-Achse, so gilt fiir das Volumen des Rotationskdorpers:

b
V= (f(0)2dx

a

Die Graphen von f und von g schliefen auf [a; b] oberhalb der x-Achse bzw. unterhalb der
x-Achse eine Flache ein. Rotiert die Flache um die x-Achse, so gilt fiir das Volumen des
Rotationskorpers: V = Vaygen = Vinnen

Aufgaben

1

a)
b)

Die gekennzeichnete Flache
rotiert um die x-Achse.
Beschreiben Sie den ent-
stehenden Korper. Berech- 1

nen Sie das Volumen des

Drehkérpers. 2/ T\ 2X 3-2-1 12 3 4¢x

a) y: b)
y =|0,2x2

N W <

K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = x2-2x; xeR.
Die Flache zwischen K und der x-Achse rotiert um die x-Achse.
Berechnen Sie das Volumen des entstehenden Rotationskdrpers.

Der Graph von f mit f(x) =e*+1;, xeR, begrenzt mit den Koordinatenachsen und der
Geraden mit der Gleichung x = —1 ein Flachenstlick. Dieses Flachenstiick rotiert um die
x-Achse und erzeugt einen Drehkd&rper.

Berechnen Sie sein Volumen.

Der Graph von f mit f(x) = x2+1; x€R und der Graph von g mit g(x) =3 - x%; x€R,
begrenzen eine Flache. Diese Flache rotiert um die x-Achse und erzeugt einen
Drehkorper. Berechnen Sie das Volumen des Drehkdrpers.

Der Graph der Funktion g mit g(x) = 3e™; xR, begrenzt mit der x-Achse fir

0 <x <25 eine Flache.

Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.

Die Flache aus Teilaufgabe a) rotiert um die x-Achse. Dabei entsteht ein Rotationskdrper.
Der Rotationskdrper wird so durchbohrt, dass die Bohrachse mit seiner Symmetrieachse
Ubereinstimmt. Diese Bohrung hat den Durchmesser 1.

Bestimmen Sie das Volumen des Restkorpers.



2 Vertiefung der Vektoriellen Geometrie

Die vektorielle Geometrie ermdglicht es in vielen Fallen, geometrische Aufgabenstellungen
rein rechnerisch zu I6sen, ohne die Anschauung zu Hilfe zu nehmen. Dabei werden Geraden
und Ebenen im dreidimensionalen Raum durch Gleichungen dargestellt und Lagebeziehungen
untersucht. Die Frage, in welchem Abstand der Himmelskdrper an der Erde vorbeifliegt, kann
mit Mitteln der vektoriellen Geometrie geklart werden.

Qualifikationen & Kompetenzen

Mit Vektoren rechnen

Geraden- und Ebenengleichungen aufstellen

Gegenseitige Lage von Geraden und Ebenen untersuchen
Abstdnde und Winkel berechnen

Volumenberechnungen an Objekten im Raum durchfiihren
Realitatsbezogene Zusammenhange mathematisch modellieren

mvurl.de/p18d




Beispiel 1

Flugzeuge Landeanflug

Ein Flugzeug befindet sich auf einer
geradlinigen Flugbahn.

Mithilfe der Vektorgeometrie lassen sich
der Landepunkt und der Landewinkel
berechnen.

Beispiel 2

Autobahn Lagebeziehung von Ebenen

AX3

X

Die Autobahnen verlaufen in
verschiedenen Ebenen.

Mit Mitteln der Vektorgeometrie lassen
sich die Ebenen beschreiben und auf
gegenseitige Lage untersuchen.
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2.1 Geraden

211 Geradengleichung in Parameterform

O%ﬁ% Punkt-Richtungs-Form
B e

mvurl.de/smz7 P ist ein Punkt auf der Geraden g.
Die Geradenpunkte Q und R erhalt

man durch
—_— >
0Q =0P +u

_ > >

OR =0OP + 2u.
Allgemein erhdlt man Punkte X auf g
durch

_— > -
OX =0P +r-u; reR.
Fur jede Wahl von r € R erhdlt man einen Geradenpunkt.

Ist P ein Punkt mit dem Ortsvektor 5) und U ein Richtungsvektor, dann kann eine Gerade
g durch folgende Gleichung beschrieben werden:

X = 5)+ rU; r e R. (Punkt-Richtungs-Form)
Der Vektor B) heipt Stiitzvektor, P ist der Aufpunkt.

Zwei-Punkte-Form

E)), a) sind die Ortsvektoren der Geradenpunkte P und Q.
> T2 T2 T2 s> >
u=PQ =0Q — OP =g — p ist ein Richtungsvektor.
Geradengleichung von g
N —_— — —_—_ 3
g:Xx =0P +r(0Q —OP);re R bzw. ¢
> > > >
gxX=p+r@g-—psreR

[E1 T
O. “8%  Eine Gerade g, die durch die zwei Punkte P und Q verlguft, kann beschrieben werden
o > T e
mvurl.de/drgs  durch: X=0P +r-PQ;reR
>

X = 5)+ r(a)- 3); re R (Zwei-Punkte-Form)
Der Vektor E)) heift Stiitzvektor, El) — B) ist ein Richtungsvektor.

Besondere Geraden im Anschauungsraum

> _ |1 5 [0 5 [0
x;-Achse: X =r{0 x>-Achse: X = s 1 x3-Achse: x =t{0}; (s, t € R)
0 0 1
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Beispiel 1

0
2irelR. mvurl.de/ijvy
1

3
2 Gegeben ist die Gerade g: X = (—1 4
2

a) Bestimmen Sie drei Punkte auf der Geraden g.
b) Liegt der Punkt P(3 | 3 | 6) auf der Geraden g?
c) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ursprungsgeraden durch den Aufpunkt von g.

Lésung AX3 g
a) Der Aufpunkt A3 | —1| 2) liegt auf g 37 /

(furr =0). /
j.

Weitere Punkte auf g erhdlt man, indem

man fir den Parameter r verschiedene C

Werte wéhlt. 7

Furr=1x=|=1+1-|2|=1] , Lk
2 1 3 —>

Der Punkt B(3 | 1] 3) liegt auf g.

L (3 0| |3
Firr=05:x ={-1|+0,5(2|=

2 1 2,5
Der Punkt C(3 | 0| 2,5) liegt auf g. X ¥ 4

Hinweis: Fir alle Punkte auf g gilt: x; = 3.
Die Gerade g verlduft parallel zur x,x3-Ebene.
Die Punkte X auf g haben die Koordinaten x;=3,x, = -1+ 2r,x3=2 + 1.

C liegt zwischen A und B, da O < r < 1. C ist der Mittelpunkt der Strecke AB,

0
2,0<r<i1
1

3
dar= % ist. Gleichung der Strecke AB: X = (—21 +r

b) Um zu Uberprifen, ob der Punkt P auf g liegt, fihrt man eine Punktprobe durch.
Punktprobe mit P(3 | 3 | 6):

o 3 3 0
Ortsvektor von P flr x einsetzen: 3|=(-1|+r1|2
6 2 1
0 0 0=0r
Umformung: 4)=r 2) 2=r
4 1 4=r

Es gibt keine Zahl r, sodass alle drei Gleichungen erfllt sind.
P liegt nicht auf g.

c) Aufpunkt: AGB|-1]2)
. - — 3
Richtungsvektor: u=0A=|-1
2
5 [0 3
Gleichung der Ursprungsgeraden: X = (O) +s[-1];s€R
0 2
3
X=s|-1];seR
2
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Beispiel 2

2 Die Gerade g verlduft durch die Punkte A(—=3 | 9| 2) und B(—4 | 1| —5). Die Gerade h

ist parallel zu g und geht durch den Punkt P(—2 | 3 | 6).
a) Bestimmen Sie eine Gleichung von g.
b) Bestimmen Sie eine Gleichung von h.

Uberpriifen Sie, ob der Punkt Q(0 | 19 | 20) auf h liegt.

L6ésung
—_ —__
a) Die Differenz der Ortsvektoren OA und OB
ergibt einen Richtungsvektor von g.

Richtungsvektor:

. . — N
Einsetzen eines Ortsvektors (z.B. OA) und u
in die Punkt-Richtungs-Form ergibt eine

-3 1
Gleichung von g: Y:_A)Jrrﬂ): 9)+r(8,re[R
b) g und h sind parallel, d.h., der Richtungsvek-
tor von g ist ein Vielfaches des Richtungsvek-
tors von h.
Einsetzen von B) (Ortsvektor von P) und U
in die Punkt-Richtungs-Form ergibt eine 2 1
Gleichung von h: )_()=[_))+SG)= 3)+58;serR
6 7
Punktprobe mit Q(0 |19 | 20): o X :
Ortsvektor von Q firr X einsetzen: (19) = ( 3 ) + 5|8
20 6 7
2 1
(16 =s 8) s=2
14 7

Fur s = 2 sind alle drei Gleichungen erfillt. Q liegt auf h.

Beispiel 3
O Fiir jedes k € R ist der Punkt A gegeben durch A(—1| 3k + 1] —3K).

Es gibt eine Gerade g, die alle Punkte Ay enthdlt. Bestimmen Sie die Gleichung von g.

L6ésung
Zwei Punkte wahlen, z.B. firk =0,k =1: Ag(—=1]1]0), A(=1]41]-3)
. - = -1 —1 0
Richtungsvektor u: u=0A;—-0Ag =( 4 )— 1 )z 3
-3 0 -3
5 [ 0
Gleichung von g: x=(1)+r3;rerR
0 -3
0 0 0 5 - 0
Oder mitr| 3 =r-3(1 =s(1 erhalt man: x=(1)+s1;se[R
- ~1 ~1 0 -
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Beispiel 4

S Gegeben sind der Punkt Pyt +9 | —10 | t+5) und die Gerade g: X =

5 2
71)4— r(3);re R.
1

Bestimmen Sie den Wert fir t so, dass der Punkt P; auf der Geraden g liegt.

[+

2

-1
t+7 1
t+4=2r
—3=r
t+7=r

L6ésung
t+9
Punktprobe mit Pyt + 9 | =10 | t + 5) liefert:

-10
t+5
t+4
Umformung:

Einsetzenvonr=-3int+7=r: t+7=-3
t=-10
Einsetzen vonr=—-3 und t=-10
int+4=2r: —10+4=2-(-3)
—6 = —6 wahre Aussage

Firt = —10 liegt der Punkt Pi(~1| —10 | —5) auf der Geraden g.

Beispiel 5

< AQ|1]=1),B@2|3|—-2),C4|7]|3)und D@3 |5 | 4)sind die Eckpunkte eines Vierecks.

Die Gerade g verlauft durch die Punkte A und C, h ist die Gerade durch die Punkte B
und D. Zeigen Sie: Der Punkt M(2,5 | 4 | 1) liegt auf g und auf h.
Interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

L6ésung
S5 > —> 1 3
Gerade g durch A und C: X=0A+r-AC={1|+rl6reR
-1 4
5 — — |2 1
Gerade h durch B und D: X=0B+s-BD=|3|+5s[2seR
-2 6
2,5 1 3
Punktprobe mit M in g: 4 |= ( 1 ) + r(6)
1 -1 4
ergibt eine wahre Aussage firr = 0,5.
M liegt auf g.
2,5 2 1
Punktprobe mit M in h: 4 |= ( 3|+ 5(2
1 -2 6

Wahre Aussage fur s = 0,5. M liegt auf h.

Interpretation: Wegen r = s = 0,5 halbieren sich die Diagonalen. Das Viereck ABCD ist ein
Parallelogramm.
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Aufgaben

1
a)

a)

b)

a)
b)

a)
b)

10

Stellen Sie die Gleichung der Geraden g durch die Punkte A und B auf.
A=312[1D,BT|-2]1 b) A(O]0|3),B(—-2]1]5) c) AG|0|0),BO[4]N

Gegeben sind die Punkte A(1]|2 | 0) und B(7 | 2 | 0).

Stellen Sie die Gleichung der Geraden durch A und B auf und beschreiben Sie ihre Lage im
Koordinatensystem. Geben Sie einen Punkt der Geraden zwischen A und B an.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Ursprungsgeraden durch A.

Gegeben sind in einem kartesischen Koordinatensystem die Punkte A(1| 6 | —5),

B(7 |9 |1) und C(—16 | —8 | —2) sowie die Gerade g: X =
Welche der Punkte A, B, C liegen auf der Geraden g?
Die Gerade h verlduft durch den Ursprung parallel zur Geraden durch A und C.
Geben Sie eine Gleichung von h an.

mit s € R.

-1 2
) of
2

Gegeben sind die Punkte A(—2 | =6 | —5), B(3| =4 | —1) und C(4 | —2 | —1). Geben Sie eine
Gleichung der Geraden g an, die durch B und den Mittelpunkt der Strecke AC geht.

Gegeben sind die Punkte A(—2 | =3 |2),B(2|1]|2) und C(—6 | —7 | 2). Die Gerade g
verlduft durch die Punkte A und B.

Zeigen Sie, dass der Punkt C auf g liegt, aber nicht zwischen A und B.

beschrieben werden kann.

-2 1
Bestimmen Sie s so, dass die Strecke AB mit X = (73) + s(é
2

Die Punkte A(4 | 3|2) und B(-2 | —3 | 2) legen die Gerade g fest.
Ermitteln Sie eine Gleichung der Geraden g.

Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden h, die parallel zur x,-Achse verldauft und mit g
den Punkt A gemeinsam hat.

Gegeben sind die Punkte A(1| =4[ 2), B3| —2|5)und C(5| 0 8).
Zeigen Sie, dass die Punkte A, B und C auf einer Geraden liegen.
Geben Sie eine Gleichung dieser Geraden an.

Liegt C zwischen A und B?

Gegeben sind die Punkte A(—=3]1]1,5), S(—2 | 1] 1) und die Geraden

5 (-4 2 5 [0 2\
g:X=|1|4+r0|undh:Xx =[{0|+s|{-1mitr,s .
2 —1 2 1

Untersuchen Sie, ob A auf g und ob A auf h liegt. Zeigen Sie: S liegt auf g und h.
Geben Sie zwei weitere (verschiedene) Geraden durch S an.

Die Punkte T(—a | 2 — a | 1) liegen flr a € R auf einer Geraden.
Bestimmen Sie die Gleichung dieser Geraden.

1

Flr welches t liegt der Punkt P(3 | t | t) auf der Geraden g: X = ,reR?

1 _
AERE
-3 1
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2.1.2 Lage einer Geraden im Koordinatensystem

Besondere Lage einer Geraden

Beispiel

< Beschreiben Sie die besondere Lage der gegebenen Geraden im Koordinatensystem.

1
O);terR
2

a) g:>_()= iteR  b) hiX=

4 0
.
2 0

L6ésung

a) Wegen

0
3
0

parallel zur x>-Achse.

g schneidet also die x;x3-Ebene senkrecht.

g verlduft parallel zur x,x3-Ebene.
g verlauft parallel zur x;x>-Ebene.

2
0
0

b) Wegen

parallel zur x;-Achse.

g schneidet also die xox3-Ebene senkrecht.

g verlauft parallel zu xx>-Ebene.
g verlauft parallel zu xyx3-Ebene.

c) Wegen x, =0 im Richtungsvektor

parallel zur x;x3-Ebene.

Besondere Lage einer Geraden im Koordinatensystem

Eine Gerade g verlduft
a) parallel zu einer Koordinatenachse

+toteR

1
0
0

Z.B.: g: X =

1
1
4

b) parallel zu einer Koordinatenebene
1
0
-3

Z.B.: g:?= +tloteR

2
2
1

);terR c) k:>_<)=(3

(Richtungsvektor von g) verlduft g

(Richtungsvektor von h) verlauft h

-2

1

X3
Skizze

+t

X

von k verlduft k

X

X,

X2

247
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O% Spurpunkte einer Geraden
__E- "r

mvurl.de/3xgi

Beispiel 1
1
+ t( -1
2

2 Gegeben ist die Gerade g: X = teR.

1
—2

Bestimmen Sie die Schnittpunkte von g mit den Koordinatenebenen.
L6ésung

Schnittpunkt von g mit der x;x>-Ebene:
Fur alle Punkte auf der xyx>-Ebene gilt x3 = O:

t = —1in die Geradengleichung einsetzen:

Schnittpunkt von g mit der xjx,-Ebene: Si»(1] 2| 0)
Dieser Punkt heift Spurpunkt der Geraden
mit der xix>-Ebene.
Schnittpunkt von g mit der xx3-Ebene:
Bedingung: x, =0 1-t=0
t=1

Spurpunkt Sy3: Si3(310]-4)

X2
Schnittpunkt von g mit der x,>x3-Ebene:

Bedingung: x; = 0 2+t=0

t=-2 X
S23(01312)

513};/
Spurpunkt S»3:

Durchst6f3t eine Gerade g eine Koordinatenebene in einem Punkt, so heif3t dieser Punkt
Spurpunkt der Geraden g. Fir die Punkte auf der x;x,-Ebene gilt: x3 = 0.

Xox3-Ebene gilt: x; = 0.

Xix3-Ebene gilt: x, = 0.

Beispiel 2
-2
1
6

0
< Gegeben ist die Gerade g: X= 0
1

+tjofte.

Begriinden Sie: g hat genau einen Spurpunkt. Bestimmen Sie diesen.

L6sung

g verlduft wegen x; = x, = 0 im Richtungsvektor parallel zur x3-Achse durch P(=2 | 1] 6).
Projektion von P auf die x;x,-Ebene ergibt den Spurpunkt S, (-2 1]0).

Alternative:
g hat einen Spurpunkt mit der x;x,-Ebene: x3 = 0

Spurpunkt Si(= 2] 1]0)



Vertiefung der Vektoriellen Geometrie 249

Schnittwinkel einer Geraden mit einer Koordinatenebene

Beispiel
1 =i
< Gegeben ist die Gerade g:? = (3) +t2teR.
3 3

Die Gerade g schneidet die x;x>-Ebene unter einem Winkel a.

Bestimmen Sie diesen Winkel .

Ldsung . X3
Die Gerade g mit Richtungsvektor U = 2 | schneidet Skizze
die x;x>-Ebene unter einem Winkel a.
* Der Richtungsvektor von g und ein zur x;x,-Ebene
orthogonaler Vektor schliefen einen Winkel o' ein.
= 0 g
Der Vektor n = |0 | steht senkrecht auf der xix>-Ebene.

1 X2
Eingeschlossener Winkel: N S
cos(a) = cos(90° - o) = sin(a) mit cos(a) = |_)U| '|n_>|

ul-in
vs LB n

. _ u-n_ _ 3 1 _ 3

SN = BRI T B
2|0
3 1

sin(a) = 0,8018 ergibt o = 53,3°
Die Gerade g schneidet die xix>-Ebene unter einem Winkel o = 53,3°.
Alternative: ' X3
+ Der Winkel a wird eingeschlossen vom Richtungs- Skizze

vektor von g und von der Projektion des Richtungs-

vektors von g auf die x;x>-Ebene.

o -1
Richtungsvektor von g: u = g
- —> -1 g
Projektion von u auf die xjxo-Ebene: u* =| 2 / X
Eingeschlossener Winkel: 0 2Sp
-1 (-1 (
e
_ _u-u* - 3 0 _
COS(Oé) - |a)| ] | E)| (_21) . (_21) ‘/ﬁ ‘/g X]
3 0
cos(a) = 0,5976 ergibt «=53,3°
g schneidet die xjx>-Ebene unter einem Winkel o = 53,3°.
Winkel o zwischen einer Geraden g und einer Koordinatenebene: sin(a) = |Lu| .|n_|’|
ul-in

Dabei gilt: U ist der Richtungsvektor der Geraden g
N ist ein senkrechter Vektor zu der Koordinatenebene.
Hinweis: Wegen 0° < o < 90° verwendet man den Betrag Ig-7nl.
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g 8 An einer senkrechten Hauswand ist in 3 m Hohe

Il Vektorielle Geometrie

Aufgaben
1 Beschreiben Sie die besondere Lage der Geraden g im Koordinatensystem.
-3 1 3
a) g:7=(5 +t(0;te[R b) g:?=o+k4;keﬂ%
7 0 0 0
2 Bestimmen Sie die Spurpunkte von g.
5 (2 1 S (2 1
a) g:x:(1 +klo|; ke R b) g:x:(2)+k(2 keR
0 3 1 -1
3 Berechnen Sie die Spurpunkte der Geraden g.
Unter welchem Winkel schneidet g die x,x3-Ebene?
N 1 2 5 |-5 15
a) goX=|2|+r-1;remR b) g:Xx=|0|+s[l-1seR
-4 2 3 12

4 Welche besondere Lagen haben Geraden im Koordinatensystem, wenn sie nur zwei Spur-
punkte bzw. nur einen Spurpunkt besitzen?
Eine Gerade kann einen Spurpunkt, zwei bzw. drei Spurpunkte besitzen. Geben Sie jeweils
eine Gleichung an.

1 1
5 Welcher Punkt der Geraden g: X = ( 1 ) + t(71 ;t € R liegt auf der x;x3-Ebene?
1

Unter welchem Winkel schneidet g die x;x3-Ebene?

3 0
1 +r(1
—1 0

Begriinden Sie, dass g nur einen Spurpunkt hat. Bestimmen Sie seine Koordinaten.

6 Gegeben ist die Gerade g: X = reR.

7 Gegeben sind die Punkte A(—1] 6| 3), B(2| 4| 4) und
C(—1] 4 |1). Eine punktférmige Lichtquelle (ein Laser-
strahl) in P(O | 8 | 2) erzeugt auf der x;x3-Ebene die
Schattenpunkte A’, B’und C'.

Berechnen Sie die Koordinaten der Schattenpunkte
A, B"und C'.

ein freitragendes Vordach der Breite AB =6 m P

befestigt. Der Vektor X =

zeigt die Richtung und

0
3
4
die Lange der seitlichen Rahmen an. Bestimmen Sie
die Eckpunkte A und B des Vordaches (siehe Skizze).
Eine punktformige Lichtquelle ist 9 m Gber der Mitte
des Vordaches an der Hauswand befestigt. Die
Lichtquelle erzeugt auf dem Boden (senkrecht zur
Hauswand) die Schattenpunkte A’ und B'.
Bestimmen Sie die Koordinaten von A’ und B'.
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21.3 Gegenseitige Lage von zwei Geraden EliE
Betrachtet man zwei Geraden im Raum, =

mvurl.de/gyyw

so stellt sich die Frage, welche Lage sie
zueinander haben kdnnen.
Hierbei gibt es vier Mdglichkeiten.

mvurl.de/9j64

a) Die Geraden g und h schneiden sich in einem Punkt S.

h
g
S
b) Die Geraden g und h sind parallel und verschieden h
(echt parallel). endieodl]
g
 — —

c) Die Geraden g und h schneiden sich nicht und sind ™
nicht parallel. Sie sind windschief. h :

d) Die Geraden g und h sind identisch.
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2.2.2 Ebenengleichung in Normalen- und Koordinatenform

Normalenvektor — Vektorprodukt

Bewegen sich Elektronen quer zu den Feldlinien eines
Magnetfeldes, so werden sie abgelenkt. Es wirkt die so-
genannte Lorentzkraft.

Die Lorentzkraft steht senkrecht auf den Feldlinien und
ist senkrecht zur Bewegungsrichtung der Elektronen.
Ihre Richtung kann mit der Linke-Hand-Regel bestimmt
werden. Man sucht einen Vektor, der senkrecht auf zwei
anderen (linear unabhangigen) Vektoren steht.

m ay > by
Der Vektor i = |2 | soll senkrecht auf den Vektoren a = 32| und b = |b2 | stehen.
N3 a3 bs
Die Bedingungen
aq ny
> > > >
a-n=0 a-n=az)-nz=a1n1+a2n2+a3n3=0
az/ \n3
und
> > by m
b-n=0 b-n=|bz|-|N2]=biny+ byn, + b3n3 =0
by \N3
fihren auf das Gleichungssystem: ainy + aznz +asn3 =0
biny + byny + bsnz =0
N S (M azbz — asbp
Fur den ,Losungsvektor n* erhdlt man: n ={Nz2| = azb;—abs
n3 ab, — axby

Man spricht in diesem Fall vom Vektorprodukt von a und B)

Y S [ L [32b3—asb>
Flr zwei Vektoren a = {@2| und b =|bz| heifft der Vektor a x b =| asb; —ab3
as b3 ab, — azby

Vektorprodukt (Kreuzprodukt) von a und B)
> =
(gelesen: a kreuz b)

I . N axb
Der Vektor a x b steht senkrecht auf a und auf b. .
> o> 2. q = ¢ b
n =a x b ist ein Normalenvektor zu den Vektoren a und b.
-
a und bsind keine Vielfachen voneinander. 3

> > 2. . . =4 = .
n =a x b ist ein Vektor, der auf der Ebene, die von den Vektoren a und b aufgespannt wird,
senkrecht steht.
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Beispiel 1
. . -> 3 - 4 R
< Gegeben sind die Vektorena =|—2|und b =(—-2|. Berechnen Sie @ x b.
4 5
Lésung
Die Berechnung des Kreuzprodukts wird durch folgendes Rechenschema erleichtert.
aj b] 3 4

az bz -2 -2

azbz — asbz as b3 4 5 5 - —2-5-4-(-2) )
azb; — aibs a by 3 4 axbs= 4-4-3-5 =1
aib, — azb : :

102 — azby a2><b2 _2><_2

+
asz b3 4 5 ><

=2
Hinweis: Der Vektor n = ( 1 ) steht senkrecht auf den Vektoren 3 und B)

5 > > 3 =2
Probe mit dem Skalarprodukt: a - n =|-2 ( ; )= -6-2+8=0
4
> o [4) (-2
b-n=(-2|-11]=—-8-2+10=0
5 2
Beispiel 2
5 |5 > (2 N 1 -5 2
2 a=|{0|undb=(-3 spannendieEbeneEaufmitx=(3)+r(0 +sf3);r,serR.
2 — = 2 —2

Geben Sie zwei Normalenvektoren der Ebene E an.

L6ésung
=
Einen Normalenvektor erhalt man mit dem Vektorprodukt axb
*g 53 L s [0ED-2:-3)| |6
5 > axb=[2-2-(-5"(-2) =(f6 (Normalenvektor)
S (=5)-(=3)-0-2 15
-5 2
0 =3
2 =2
6 S > 4 (6 2
Ein Vielfaches von | -6 ist auch ein Normalenvektor zu a und b: 3 —-6|=|-2
15 15 5
2 6
(—2 und [ -6 sind Normalenvektoren der Ebene E.
5 15
Bemerkung:
s = ) ) 1 5 -9+14 5
Das Vektorprodukt a x b ergibt einen Vektor. 3 |x[7 |=|-10+3|=|-7
-2/ \-3 7-15 -8

1
Das Skalarprodukt a- B) ergibt eine reelle Zahl (einen Skalar). ( 3

5
=54+21+6=32
3
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Aufgaben
> -
1 BerechnenSiea x b.
3 -2 -1 6 -2 -5
a) a=|-3b= 3) b) a= o),5>=(4) ¢ a-= 3),B)=(2)
4 =i 2 -2 2 —1
5 [2\ 5 (-2 5 |4
2 Gegeben sind die Vektoren a = —3), b =( 0 |undc = —2).
5 1 3
Berechnen Sie:
a 3xb b) bx3a o ¢xa d) @xb)x?
e 3xb+?e f) 5-@x0) 9 (bx3)2 h G-3-@xb)
. . - 2 - - . - =
3 Bestimmen Sie zu den Vektorena =|-3|und b = ( —1 | einen Vektor, der zu a und b
1 -5

orthogonal ist.

4 Berechnen Sie einen Normalenvektor zu den Vektoren a und B)

0 =2 1 -5 1 0
a) a=|-3b= 1) b) 3=[1)b= 2) c)3=o),8=(1)
5 — 0 -2 0 0
-> 7 > >
5 Der Vektor v =| 1| steht senkrecht auf den Vektoren a und b.
6

=
Geben Sie einen weiteren Vektor w an, der auch senkrecht auf a und b steht.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen Vundw?

6 Uberpriifen Sie, ob der Vektor ¢ senkrecht auf den Vektoren a und 5) steht.
Prifen Sie mit dem Vektorprodukt und mit dem Skalarprodukt.

1 -2 - 0 =3 -20
a) a= —3).E=(1 L€ = —7) b) a= 4),E=(z,8=(_6)
2 3 -5 1 =2 24

7 Gegeben sind die Punkte A(1]3]3), B(~1]2 | und C2 | -2 |1).

16 — —>
12 | steht senkrecht auf AB und BC.

Zeigen Sie: n=

8 Gegeben sind die Punkte A(3|3|5),B(2 |2 ]| 1) und C(—1| —1]1).
Bestimmen Sie zwei Vektoren U und V, die jeweils orthogonal zu ﬁ und zu E verlaufen.
Welcher Zusammenhang besteht zwischen Uundv?

9 Ein Sonnensegel hat die Form eines Dreiecks,
welches durch die drei Eckpunkte A2 | 0| 0),
B(3|3|1) und C(4 | 4| 3)bestimmt ist.

Die Richtung der Sonnenstrahlen ist durch

5

-1

-2

Treffen die Sonnenstrahlen senkrecht auf das
Sonnensegel? Begriinden Sie Ihre Antwort.

den Vektor

gegeben.
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Normalenform Ep2E
Bisher wurde eine Ebenengleichung mit einem Stiitzvektor und zwei Richtungsvektoren O E%
(Spannvektoren) beschrieben. Man kann auch eine Ebenengleichung mithilfe eines Stitz- mvurl.de/ymwm

vektors und eines Vektors, der senkrecht auf der Ebene steht, angeben.

Voriiberlegungen X3
P liegt auf E mit Ortsvektor OP.
X: Punkt auf der Ebene E: X = &)

n: Vektor, der senkrecht auf der Ebene E E
(Normalenvektor) und somit senkrecht
aufX —p steht. o/
Fur senkrecht stehende Vektoren gilt: S
> S o> 0
(X—p)-n=0. /
Alle Punkte auf E erflillen diese Gleichung. X

Die Gleichung der Form - 5)) ‘n=0 heiBt Normalenform der Ebenengleichung.
B) ist ein Stiitzvektor. Der Vektor n ist ein Normalenvektor der Ebene E.

Beispiel 1
1
3

< Die Ebene E ist festgelegt durch den Normalenvektor n= und den

2

Liegt der Punkt P(6 | 1| =3) auf der Ebene E?

Stitzvektor 5)= . Bestimmen Sie eine Gleichung von E in Normalenform.

Lésung
1 3 3 1
Mitn = 3),3:@’:(2 ergibt sich aus (X —p)-n =0: (?7(2))-(3):0
=3 = -3/ -3
6 3 1 3 1
Punktprobe mit P: (1)— 2 |- 3)=O (—1)- 3)=O 0=0
-3/ =3/] \=3 ol \-3

Das Skalarprodukt ergibt null, also liegt P auf der Ebene E.

Beispiel 2
< Beschreiben Sie die Lage der Ebene E.
5 1 5 [0
a) E:[x—|2]|]-|0]=0 b) E: x-{0|=0
3 0 1
L6sung

a) E verlduft durch P(1] 2 | 3) senkrecht zur x;-Achse. E entsteht durch Verschiebung der
X>X3-Ebene um 1in xy-Richtung.
b) E verlduft durch den Ursprung O senkrecht zur x3-Achse. E ist die x;xo-Ebene.
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Koordinatenform

Gegeben ist eine Ebene in Normalenform.
Multipliziert man das Skalarprodukt aus, so erhdlt man eine weitere Form.

. 5 (1 2
E in Normalenform: X —[1 -(—1 =0
3 1
Ausmultiplizieren: X -[-1] —[|1] -[-1]=0
1 3 1
= Xy X 2 1 2
Mit X =|X2| erhalt man: X2| < (=1] —{1] - —1):0
X3 X3 1 3 1
1 2
(1)-(—1)=2—1+3=4: 2X1—= X2+ x3-4=0
3 1

2X1= X2+ XxX3=4
Diese Form einer Ebenengleichung heif3t Koordinatenform.
Hinweis: Die Koeffizienten 2, =1 und 1sind die Koordinaten des Normalenvektors.

Die Gleichung nx; + nax, + n3x3 = b heipt Koordinatenform der Ebenengleichung, falls

die Koeffizienten ny, n,, n3 nicht alle Null sind.
M
Nz
n3

Der Vektor ist ein Normalenvektor der Ebene E.

Beispiel 1

2 Die Ebene E I4sst sich beschreiben durch xq + 2x5 + 3x3 = 2.
a) Bestimmen Sie zwei Punkte auf E.

b) Plfen Sie, ob der Punkt P(3 | 1| = 1) auf E liegt.

c) Geben Sie einen Normalenvektor von E an.

L6ésung
a) Punkte auf E:
Man wahlt z.B. x; = 0; x3 =0
und erhdlt x, durch Einsetzen: O0+2x,+0=2
X2 =1
Der Punkt A(O | 1] 0) liegt auf E.
Man wahlt z.B. x;=2; x, =3

und erhdlt x5 durch Einsetzen: 2423+ 3x3=2
X3=-2
Der Punkt B(2 | 3 | = 2) liegt auf E.
b) Punktprobe mit P(3 | 1] - 1): 342143 (-1N=2
2=2 wahr
P liegt auf E.

=
¢) Normalenvektor von E: n =

1
2
3
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Beispiel 2

< Eine Ebene E verlduft parallel zur x;x,-Ebene durch P(0 | O | 2).
Geben Sie eine Gleichung von E in Normalen- und in Koordinatenform an.

Lésung XA

Der Vektor g ist ein Normalenvektor der x;x,-Ebene. tﬁ; E

Mit dem Aufpunkt P ergibt sich die } P

Normalengleichung von E: X — 8 0 (8) =0 >X;
2 1 ¥

Koordinatenform: X3=2

Koordinatenebenen in Normalen- und Koordinatenform X

xiXo-Ebene | xix3-Ebene | x>x3-Ebene
XoX3~ Ebene

Normalen- S (O 0 1

X+{0]=0 X-|1]=0 X+10]=0
form 1 0 0 X2
Koordinaten- X3=0 X, = 0 X; = 0 % Xp- Ebene
form

X

Beispiel 3

< Die Ebene E hat die Gleichung 3x; + 2x3 = 6.

Beschreiben Sie die Lage der Ebene E . Bestimmen Sie einen Spurpunkt.

Lésung X3 A
E verlduft parallel zur x,-Achse. x; ist frei wahlbar, 33_3
da x, in der Ebenengleichung fehlt.

Spurpunkt von E mit x;-Achse S
Bedingung: x, = x3 =0

Einsetzen in die Koordinatenform: 3xy=6flirx =2 S /X
Spurpunkt Sy: S4(210]0) ¥ 2
Beispiel 4
2 Zeigen Sie, die Ebene E mit x; = 2 hat nur einen Spurpunkt.
Bestimmen Sie die Spurgeraden von E.
o X34
L6ésung
Die Ebene E verlauft parallel zur x>x3-Ebene durch den 3
Punkt Sy(2 | O | 0). Sie schneidet die x,x3-Ebene nicht. ‘
Sy ist der Spurpunkt von E mit der x-Achse.
> 2 0 X
Spurgerade sp: X = (0) +r{1remR S 2
0 0 2 S12
S 2 0 K
Spurgerade $¢3: X = (O) +s{0seR
0 1
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2.1.3 Erwartungswert und Standardabweichung einer Binomialverteilung

Erwartungswert

Beispiel 1

2 An einer Schule in KéIn gibt es hitzefrei, wenn die Quecksilberséule des Thermo-
meters im Schatten mehr als 25°C anzeigt. Der deutsche Wetterdienst meldet fiir den
Zeitraum vom 20. Juni bis 22. Juni eine Wahrscheinlichkeit von 30 % fiir Tempera-
turen, die héher als 25°C sind.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der hitzefreien Tage im genannten Zeit-
raum.

Erstellen Sie eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fir die Zufallsvariable X.

Mit wie vielen hitzefreien Tagen kann wahrend des angegebenen Zeitraums durch-
schnittlich gerechnet werden?

L6ésung

Jedes einzelne Experiment hat zwei Ausgdnge (mehr als 25°C; weniger oder gleich 25°C)
mit einer Trefferwahrscheinlichkeit von p = 0,3.

Es liegt eine Bernoulli-Kette der Ldnge n = 3 vor. X ist eine Bs. o 3-verteilte Zufalls-
variable.

Wahrscheinlichkeitsverteilung

k | 0 | 1 | 2 | 3

B303(K) ‘ (3)030073=0343 ‘ (3) 031072 = 0,441 ‘ (3)03207"= 0189 ‘ (3033 070=0027

Gesucht ist die Anzahl der zu erwartenden hitzefreien Tage, d.h. E(X).
n
Berechnung des Erwartungswerts E(X) mit E(X) = Z Xj * P (X = x;).
i=0

3
E(X) =) k-B3oa3(k) =0-0,343 +1-0,441+2-0,189 + 3-0,027
k=0
E(X)=09

Voraussichtlich kann man wahrend des Zeitraums mit 0,9 hitzefreien Tagen rechnen.

Plausibilitatsbetrachtung

Wenn die Wahrscheinlichkeit flr jeden hitzefreien Tag p = 0,3 ist und man drei Tage
(n = 3) betrachtet, so ergibt sich die Anzahl der zu erwartenden hitzefreien Tage mit
E(X)=3:-03=09

Allgemein: E(X) =n-p

Eine By, y-verteilte Zufallsvariable X hat den Erwartungswert
EX)=n-p
Fur E(X) schreibt man auch p.
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Binomialverteilungen fiir p = 0,3 und verschiedene n-Werte
n=10 n=>50 n =100
n=3 u=15 n=30
Der Erwartungswert p ist ganzzahlig.
P(X = K) P(X = k)

=K
030 030 030

0,25 0,25

P(X

0,20 020

05 015

010 010

I 0,05 0,05

| I - 0.00 0,00
6 7

012345 89 0k 15 k 30

0.25
0,20
0,15
0,10

0,05

0,00

Mithilfe der Abbildung ergibt sich:
Die gropte Wahrscheinlichkeit liegt im Erwartungswert.

2.B.fir n=10 und p=0,3: Bio; 0.3(3) = 0,2668
zum Vergleich: B10; 013(2) =0,2335; B10; 0,3(4) =0,2001
Beispiel 2

< Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n =30 und p = 0,15.
Bestimmen Sie den Erwartungswert und die grépte Wahrscheinlichkeit.

Lésung
Fur den Erwartungswert gilt: pn=n-p=30-015=4,5
Dies ist kein Wert der Zufallsvariablen X (X = x;eN).

Mithilfe der Abbildung stellt man fest:

Die gropte Wahrschein- PX = k)
lichkeit liegt bei einem der

benachbarten ganzzahligen

Werte: 01500

0,1000
0,0500

0,0000
0 2 4 6 8 10 12

P(X =4) = B30, 015 (4) = 0,2028; P(X =5) = 0,1861
Die grofite Wahrscheinlichkeit betragt 0,2028.

403
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Varianz und Standardabweichung
n
Formel fir die Varianz: 62 =) (k= E(X)2 " Bppk)
K=0
Man betrachtet ein einzelnes Bernoulli-Experiment einer Bernoulli-Kette.

Wahrscheinlichkeitsverteilung | k ‘ 0 ‘ 1

n=TEX=p ‘ Bip (K) ‘ (é)po(l-p)‘ﬂ-p ‘ (”D1(1-D)°=P
Varianz fiir ein einziges Bernoulli-Experiment
1
62=3 (k=p)? By (k) =(0-p)2(1-p)+1-p?p
k=0

o?=p2(1-p)+(1-2p+p?)p=p?-p3+p-2p2+p>=p-p2=p(-p
Varianz fur ein Bernoulli-Experiment: c?=p-(1-p)

Varianz fir n Bernoulli-Experimente (ohne Beweis): ¢2=n-p-(1-p)

Eine Byy-verteilte Zufallsvariable X hat die Varianz c2=n-p-(1-p

und die Standardabweichung o = \/n‘p‘(1 - p).

Binomialverteilungen fiir p = 0,3 und verschiedene n-Werte

n=10; n=3; 6 =145 n=50; un=15; 6 =3,24 n=100; p=30; 6 =4,58
030 PE=K - 030 POX=K 030,710
0,25 0.25 0,25
020 0.20 020
o 015 5=324|0=324 o5 6=458|c=458
0,10 I 010 010
0,05 I 0,05 0,05
000 M - 0,00 ! 0,00
n=3 k p=1s k= p=30

Man stellt fest:

Fir wachsendes n wird der Graph immer breiter und flacher
(bei gleicher Wahrscheinlichkeit p).

Der maximale Wert wird beim Erwartungswert angenommen.
o ist ein Map fur die Breite der Verteilung.
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Beispiel

2 Bei der Produktion von Ziindkerzen sind erfahrungsgemap 2 % defekt. Bei einer
Kontrolle werden bei einer Stichprobe 200 Ziindkerzen aus der laufenden Produktion
entnommen.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der defekten Ziindkerzen im
Intervall | =[p—o; p+ ol mitp=ENX) liegt.
Interpretieren Sie |hr Ergebnis.

L6ésung
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der defekten Ziindkerzen an. X ist B,g0.0,02-verteilt.
Zu erwartende defekte Zindkerzen: L=n-p

p=200-0,02=4
Varianz: c?=n-p-(1-p)

62=200-0,02-098 = 3,92
Standardabweichung: o =/ Varianz

6=y/392 =198
o-Intervall [W—o; u+ol]=[202;598]

Die ganzzahligen k-Werte 3, 4 und 5 liegen in diesem Intervall.

Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit: PB3<X<5)=P(X<5-P(X<2)
P(3<X<5)=0,551

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,551 enthalt die Stichprobe 3 bis 5 defekte

Ziundkerzen.

Grafische Veranschaulichung

K Binomialverteilung
0 0,0176

1 0,0718 P(X =k) c c
2 0,1458 0,2000
3 0,1963

4 0,1973

5 0,1579 0.1500
6 0,1047

7 0,0592

8 0,0292 01000
9 0,0127

10 0,0049

1 0,0017 00500
12 0,0006

13 0,0002

14 0,0000 0.0000 75Ty, T w's'6 789101 k

Hinweis: Die gropte Wahrscheinlichkeit liegt beim Erwartungswert p = 4:
P(X=4)=0]197
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Zusammenfassung Binomialverteilung
Formel von Bernoulli: P (X =k) =By, 5(k) = ()-pk- (1-p)n -k

Eigenschaften: P(X<k)= i (T)pt- @ =pyni

i=o
k
P(X<K) = X Byl

PXX>1)=1-P(X=0)
P@<X<b=P(X<b)-P(X<a)
Erwartungswert: EX)=p=n-p
Varianz: 62=n-p-(-p)

Standardabweichung: o = \/n-p-(1 -p)

Aufgaben

1 Skizzieren Sie den Graphen der Binomialverteilung und bestimmen Sie jeweils den
Erwartungswert und die Standardabweichung.

a) n=12;p=0,5 b) n=50; p=0,25
Geben Sie die gropte Wahrscheinlichkeit an.

03000 T4~
2 Die Abbildung zeigt eine Binomial- 02500
verteilung. 02000
Bestimmen Sie den ganzzahligen 0.1500
Erwartungswert und die zugehdrige 0,1000
Wahrscheinlichkeit p. 00500

g 00000y T T T s e k

3 Eine binomialverteilte Zufallsgréfe X hat den Erwartungswert p =5 und die
Standardabweichung o = 2. Berechnen Sie n und p.

4 Esist bekannt, dass 2% der Bevolkerung eine Extremsportart betreiben.

a) In einer Gruppe von 100 Personen kann man 3 Extremsportler erwarten. Priifen Sie.
b) Berechnen Sie die Standardabweichung.

c) Bestimmen Sie P(p—o<X<p+o).

5 Die LION GmbH fertigt grofe Mengen von Fahrradtrikots. Die Wahrscheinlichkeit, dass
von einer Tagesproduktion von 2350 Stiick mindestens 2000 fehlerfrei sind, betragt 0,90.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewdhltes Trikot fehlerfrei ist.

6 Das Unternehmen Agrema AG fertigt und verkauft Fanfahnen in 40er-Paketen an Shops.
Untersuchungen der Qualitat der Fahnen ergeben eine Ausschusswahrscheinlichkeit von
12,5%. Die Paketgrofe soll aufgestockt werden. Es wird festgelegt, dass ein Paket nicht
bezahlt werden muss, wenn sich darin mehr als 8 minderwertige Fahnen befinden. Ein
verkauftes Paket wird mit der Wahrscheinlichkeit 0,1661 nicht berechnet.

Bestimmen Sie die Paketgrofe.
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a)

b)

c)

a)

b)

c)

a)

b)

10

Ein Hersteller fertigt auf einer Maschine Dichtungen als Massenware.

Die Ausschussquote betrdagt 5 %.

Berechnen Sie, wie viele defekte Dichtungen man bei einer Produktion von 500 Dichtun-
gen erwarten kann.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Anzahl der defekten Dichtungen im
Intervall 1=[p—o;p+ol liegt.

Der laufenden Produktion werden nacheinander 50 Dichtungen entnommen.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse.

Gehen Sie dabei vereinfacht von dem Modell ,,Ziehen mit Zurlicklegen aus.

A: Alle Dichtungen sind einwandfrei.

B: Héchstens drei Dichtungen sind defekt.

C: Mehr als 35 Dichtungen sind defekt.

D: Es sind mindestens 4, aber hdchstens 6 Dichtungen defekt.

In einer Bienenpopulation ist jede zwdlfte Biene mit

Milben befallen. Die Zufallsvariable X beschreibt die

Anzahl der befallenen Bienen.

Wie viele Bienen muss der Imker mindestens aus dem Stock
fangen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
95 % mindestens eine befallene Biene zu erhalten?

Der Imker fangt 35 Bienen aus seinem Stock. Mit Fige
welcher Wahrscheinlichkeit hat er keine befallene Biene gefangen?

n = 35 gibt die Lange der Bernoulli-Kette des Zufallsexperiments an. Bestimmen Sie den
Erwartungswert p und die Standardabweichung o von X.

An einer Ortsdurchfahrt wird eine Verkehrszahlung durch-
gefuhrt. Von den Fahrzeugen, welche die Ortsdurchfahrt
benutzen, sind erfahrungsgemap 65 % Pkw, 20 % Lkw,
10 % Busse und 5 % Motorrader.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter 12 vorbei-
kommenden Fahrzeugen « weder Busse noch Motorrader?

* genau drei Lkw?

* héchstens ein Motorrad?

* mindestens zehn Pkw sind.
Durch die Anzahl der Pkw bei 20 vorbeikommenden Fahr
zeugen ist die Zufallsvariable X definiert. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass X
hdchstens um die Standardabweichung vom Erwartungswert abweicht.

Eine Gdrtnerei bietet Tulpenzwiebeln an. Sie sichert ihren
Kunden zu, dass es bei 90 % der Zwiebeln im ndchsten Frih-
jahr zur Blite kommen wird. Herr Kahn kauft 20 Tulpen- .
zwiebeln. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender
Ereignisse:

A: Alle 20 Tulpen werden blthen.

B: Mindestens 15 Tulpen werden blihen.

C: Es werden weniger Tulpen blihen, als nach der Angabe der Gartnerei erwartet wird.
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1

a)

b)

a)

b)
c)

d)

In der Tépferei Nordstrander werden Vasen produziert. Erfahrungsgemaf haben 10 % der
produzierten Vasen einen Fehler. Es werden 50 Vasen der laufenden Produktion entnom-
men. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

A: Alle Vasen sind einwandfrei.

B: Es sind genau 6 Vasen defekt.

C: Es sind hochstens 6 Vasen defekt.

D: Es werden mehr als 6 defekte Vasen gefunden.

E: Es werden mehr als 6 defekte Vasen, aber weniger als 10 defekte Vasen gefunden.

Die Firma Candela stellt Leuchtdioden her. 5% der

produzierten Leuchten sind defekt. |
Es werden 200 Leuchten untersucht. SN |
Berechnen Sie den Mittelwert . und die Standard- ' i
abweichung o.

Bestimmen Sie P(n—o<X<p+o0).

Interpretieren Sie diese Wahrscheinlichkeit.

Die Fluggesellschaft Star Flug geht davon aus, dass jeder einzelne Passagier mit einer
Wahrscheinlichkeit von 96 % einen gebuchten Flug tatsdchlich antritt.

Das Erscheinen der Passagiere zum Flug soll voneinander unabhangig sein.

Am Check-In liegt eine Passagierliste vor.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A: Von den ersten drei Passagieren auf der Liste treten genau zwei den Flug an.

B: Von den ersten finf Passagieren tritt mindestens einer den Flug nicht an.

Ein Flug wurde von 300 Passagieren gebucht.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass mindestens 290 und héchstens 296
Passagiere den Flug antreten.

Zum Muttertag bringt die Firma BioKosmetics das beliebte Parfum ,Mabelle” in einer
Sondergrofe heraus. Bei dessen Herstellung entsteht 5% mangelhafte Ware.

Die Qualitatskontrolle entnimmt der laufenden Produktion 50 Prfsticke.

Die Zufallsgréfe X gibt die Anzahl der mangelhaften Prifsticke an.

Begriinden Sie, warum davon ausgegangen werden kann, dass die Zufallsgrofe X
binomialverteilt ist.

Berechnen Sie den Erwartungswert p und die Standardabweichung o der Zufallsgréfie X.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten zu den folgenden Ereignissen:

A: Genau 3 Prifstlicke sind mangelhaft.

B: Hochstens 3 Priifstlicke sind mangelhaft.

C: Es sind mindestens p— o, aber hochstens p+ o Prifstiicke mangelhaft.

Leiten Sie den kleinsten Stichprobenumfang her, der entnommen werden musste,
sodass in der Stichprobe mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90 % mindestens ein
Prifstick mangelhaft ist.
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2.2 Normalverteilung

2.2.1

Beispiel 1

Von der Binomialverteilung zur Normalverteilung

2 Die Lebensdauer von Energiesparlampen wird von einem Institut in einem Langzeit-
versuch getestet. Die folgende Tabelle beschreibt die Leuchtdauer:

Leuchtdauer 6000- 7000- | 8000- | 9000- | 10000- | 11000- | 12000-
in Stunden 6999 7999 8999 9999 10999 11999 12999
e 5 50 150 300 150 50 5
Lampen
relative |5 4 | 5 15 30 15 5 1
Haufigkeit 710 “142 71 7 71 71 71 142
Stellen Sie die Verteilung grafisch dar.
L6ésung
0,0005
) ) ) 0,0004
Die Abbildung zeigt das 0.0003
Schaubild zu dieser Testreihe. 0,0002 A=1
Intervallbreite 1000 0,0001 — —
6000- 7000- 8000- 9000- 10000- 11000- 12000 -
6999 7999 8999 9999 10999 11999 12999
Leuchtdauer in Stunden
Der Flacheninhalt eines Rechtecks entspricht der zugehdérigen relativen Haufigkeit.
Die Summe A der Inhalte der Rechtecksflachen betragt 1 (Histogramm).
0,0004 —
0,00035 —
Schaubild mit einer 0,0003
) 0,00025 — —
Intervallbreite von 0,0002
0,00015 — =1 —
500 Stunden. 0,0001
00000 " | [ =——

6000 7000 8000 9000 10000 1000 12000 13000

Leuchtdauer in Stunden
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Weitere Verkleinerung der Intervallbreite

0,0004

Schaubild mit einer Intervall- 0,00035 Tl i
0,0003

breite von 100 Stunden. 0,00025
0,0002

0,00015 [ H

0,0001

0,00005 1

0 AR HH T

6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000
Leuchtdauer in Stunden

0,0004

Die Lampe kann zu jeder Zeit 0,00035 7 N
) ] 0,0003
defekt sein, daher nihert sich 0,00025 / \

0,0002 / \
0,00015 /A=l A\
lockenférmigen Kurve an. 0,0001
¢ ¢ 0,00005 /
0 r r T T T T
6000 7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000
Leuchtdauer in Stunden

diese Verteilung einer

Der Mathematiker Carl Friedrich Gauf} (1777-1855) untersuchte solche Kurven.
Er fand eine geeignete Kurve, die mit der Abszissenachse den Fldcheninhalt A =1 einschlieft

und symmetrisch zur Geraden mit x = p ist, eine sogenannte Glockenkurve.
1(X—p

Die zugehdrige Funktion p ist gegeben durch p(x) = %\/% e o
™

)2
xeR.
p wird auch als Dichtefunktion bezeichnet.

A p(x)

Graph der Dichtefunktion p
(Normalverteilung)

mit dem Erwartungswert p und
der Varianz o2

bzw. der Standardabweichung o. 1 A=1

Die Standardabweichung o ist der Abstand ’ . X

der Extremstelle () zur Wendestelle.

Eine stetige Zufallsgrofe X heift normalverteilt mit den Parametern . und ¢, wenn
die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung durch die Dichtefunktion p beschrieben
werden kann.

Hinweis: Im Allgemeinen wird die Dichtefunktion mit ¢ bezeichnet.
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N&aherung der Binomialverteilung fir p = 0,3 und verschiedene n-Werte durch
eine Normalverteilung:

n=10; n=3; 6 =145 n=50; u=15; o=324 n=100; n=30; ¢=4,58
030P¥=0 03070 030 0=k
025 025 025
020 0.20 020
015 05 015
0,10 0,0 010
0,05 0,05 o,os/\
Ut 3 k 000 5 Ko 00 30 k
00600 ¥ =K b
Legt man die ,,Glockenkurve" (Graph der Dichtefunktion) 00500
iiber den Graph der Binomialverteilung, so wird die . W, m
. . . . . . 0,0300
Binomialverteilung sinnvoll angenadhert fir o> 3. W
0,0100 "n
0,0000-+
k
[ n o

Faustregel: Eine Binomialverteilung ist ndherungsweise normalverteilt firc >3

(Laplace-Bedingung).

n a P(X=K
Beispiel 2 00s00 P10
0,0800
a 0,0700
< Entnehmen Sie p und o aus der 0,060
. . " a 0,0500
abgebildeten Binomialverteilung. 0,0400
0,0300
0,0200
0,0100
i all ..
Qe T 50" k
L6ésun
g 0,0900 PR H

P(X = 40) ist der gropte Wert, also p = 40.
Nach Augenmap eine Kurve Uber den Graphen
der Binomialverteilung legen und den Abstand
von Extremstelle zu Wendestelle ablesen: ¢ =5

Beispiel 3
< Die Zufallsvariable X ist B2so; o,35-verteilt. Ist X ndherungsweise normalverteilt?
Lésung

n=250; p=0,35: ¢=250-0,35 0,65 = 7,54 >3
Die Zufallsvariable X ist ndaherungsweise normalverteilt.
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OE.' m 2.2.2 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten bei Normalverteilung
%ﬁ%

mvurl.de/ahfc

Interpretation der Flache zwischen dem Graphen von p und der Abszissenachse

(%)
Die Summe der Rechtecksinhalte entspricht 4P

der Wahrscheinlichkeit P(a < X < b).

Dieser Flacheninhalt ist naherungsweise so
grof3 wie der Inhalt der Flache zwischen dem p
Graphen von p und der Abszissenachse |

im Intervall [a; b]:

b
Pa <X <b)= [p(dx

P@<X<b)

P(X < a) lasst sich deuten als Inhalt der
links von der Geraden mit x = a gelegenen
Flache zwischen dem Graphen von p

und der Abszissenachse. TP(X<a)

P(X <) = [ podx

—00

P(X>Db)=1-P(X<b)
b
P(X < b) = [ p(x dx

—00

p P(X>b)
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Beispiel 1

2 Die Brenndauer der Lampen ist
normalverteilt (s. Abb.).

a) Ermitteln Sie den Erwartungswert
und die Standardabweichung.

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Lampe langer als
11 000 Stunden brennt.

0,0004

0,00035

0,0003

0,00025

0,0002

0,00015

0,0001

0,00005

0

6000

7000 8000 9000 10000 11000 12000 13000
Leuchtdauer in Stunden

c) Berechnen Sie den Anteil der Lampen, die von 8 000 bis 10 500 Stunden brennen.

L6sung

X ist die Brenndauer in h; X ist normalverteilt.

a) Aus der Abbildung:
Der Hochpunkt liegt bei x =9 500.
Der Wert mit der hochsten
Wahrscheinlichkeitsdichte wird
in x = p erreicht: pmax = p(p)
Erwartungswert: p =~ 9 500
Die Differenz der x-Werte von

Wendepunkt und Hochpunkt entspricht

0,0004

0,00035
0,0003
0,00025 / -
0,0002 /
0,00015 /[ \\
0,0001
000005
0
6000 7000 8000 9000 10000 W 12000 13000

Leuchtdauer in Stunden

der Standardabweichung: ¢ = x,,, = 1 =10 500 - 9 500 = 1000
b) X ist normalverteilt mit p ~9 500 und ¢ =1000

P(X >11000) =1-P(X <11 000)
P(X <11 000) = 0,933
P(X >11000)~1-0,933 = 0,067

0. 9331927987

Etwa 6,7 % aller Lampen brennen langer als 11 000 Stunden.

Hinweis: Als untere Grenze wurde - 10%° gewahlt.

c) P(8000 < X < 10500)
= P(8000 < X £10500) =~ 0,775
Etwa 78 % aller Lampen brennen
von 8 000 bis 10 500 Stunden.

Normal -'\"

+10500

Hinweis: P(X < 10500) = P(X <10500); stetige Verteilung

Eingabe: normalcdf(l; u; o; p )

N\

untere Grenze obere Grenze Standard- Erwartungswert

(lower) (upper)  abweichung

Kumul. Normal-V
o :
B :

DEG
Normalcd#
mean=mu=146
sigma=m
LOHEREnd=124.35
UPPERENd=M55.65
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Beispiel 2

2 Der Hersteller gibt fiir PKWs einer Modellreihe einen Durchschnittsverbrauch
von 4,6 Litern auf 100 km an, bei einer Standardabweichung von 0,4.

a) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewdhlter PKW einen
Durchschnittsverbrauch von 4 bis 5 Litern auf 100 km hat.

b) Etwa 3 von 100 000 PKWs verbrauchen weniger als 3 Liter auf 100 km. Nehmen Sie
Stellung zu dieser Aussage.

Lésung
X ist der Verbrauch auf 100 km; X ist normalverteilt

mit p=4,6 und o = 0,4. t
a) PM@A<X<5)=0,775
Die Wahrscheinlichkeit fir einen durchschnittlichen CALC
Verbrauch von 4 bis 5 Liter auf 100 km memn -
VALUE=0.7745375117166

betragt 77,5 %.

b) P(X < 3)=P(X <3)=0,0000317
Anzahl der PKW unter 100 000: 0,0000317 - 100 000 = 3,17
Etwa 3 von 100 000 PKW haben einen Verbrauch von weniger als 3 Litern auf 100 km.
Die Aussage ist wahr.
Ein Verbrauch von 3 Litern auf 100 km ist an der Grenze des technisch Machbaren.

Beispiel 3

2 In Liineburg haben M&nner im Alter von
40 bis 49 Jahren ein durchschnittliches
Gewicht pu = 86 kg mit der zugehdrigen
Standardabweichung o =15 kg.

Das Merkmal Gewicht ist ndherungsweise
normalverteilt.

In der Stadt leben 3 456 Manner im Alter
von 40 bis 49 Jahren. ’ ;
Bestimmen Sie die Anzahl der Manner mit einem Gewicht von 82,5 bis 104 kg.

Lésung
X ist das Gewicht in kg; X ist normalverteilt mit = 86 und o = 15.

P(82,5 <X <104) = 0,477
Anzahl der Personen: 0,477 - 3456 =1648,5
Etwa 1649 Manner dieser Alterklasse wiegen von 82,5 bis 104 kg.
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2.4 Prognoseintervall

In der Realitat hat man hdufig Informationen Gber die Wahrscheinlichkeit p einer bestimmten
Eigenschaft einer Grundgesamtheit.

Beispiele: 20 % aller Kunden buchen eine Schiffsreise; 15 % aller produzierten Steckdosen
sind schwarz; 4 % der Besucher eines Fitnessstudios sind dlter als 60 Jahre.

Das Prognoseintervall ist der Bereich, indem die Ergebnisse einer Stichprobe vom Umfang n
mit der Sicherheitswahrscheinlichkeit ~ liegen.

Man schliept von der Grundgesamtheit auf die Stichprobe.

Je breiter ein Prognoseintervall ist, desto wahrscheinlicher trifft die Prognose ein.

Ein vermuteter Anteil von einer Grundgesamtheit ist mit dem Stichprobenergebnis vertrag-
lich, wenn er im Prognoseintervall liegt.

Beispiel

2 Die Cylenda AG ist wichtiger Zulieferer fir die Zayoto Ltd. und stellt unter ande-

rem in hoher Stiickzahl Chips fiir Mobiltelefone her. Nach Angaben der Cylenda AG
sind durchschnittlich 5 % der Chips fehlerhaft.

Alle produzierten Chips werden in Kartons zu je 200 Stilick verpackt und ausgelie-
fert. Bei einer Lieferung von Chips wird ein Karton untersucht.

a) Bestimmen Sie das 99 %-Prognoseintervall. Interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

b) Es werden 3 fehlerhafte Chips entdeckt. Entscheiden Sie mit einer Sicherheitswahr-
scheinlichkeit von 95 %, ob das Stichprobenergebnis mit den Angaben der Cylenda
AG vertraglich ist.

Lésung

a) X beschreibt die Anzahl der fehlerhaften Chips, X ist B, 0,05-verteilt.
Erwartungswert: p=200"-0,05=10
Standardabweichung: ¢ =3,08 > 3
Die Sicherheitswahrscheinlichkeit 99 % besagt, dass 99 % aller Treffer in einem
2,58 c-Intervall liegen: [10 —2,58-3,08; 10 + 2,58 -3,08] = [2,05; 17,95]

99 %-Prognoseintervall: [2,05; 17,95]
Entsprechender ganzzahliger Bereich fir X: 3, 4, ..., 17
Mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 99 % lassen sich in einem Karton 3 bis
17 defekte Chips vermuten.
b) Die Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % besagt, dass 95 % aller Treffer in

einem 196 c-Intervall liegen: [10 —1,96:3,08; 10 +1,96-3,08] = [3,96; 16,04 ]

95 %-Prognoseintervall: [3,96;16,04]

Entsprechender ganzzahliger Bereich fur X: 4, 6, ..., 16

Der Wert 3 liegt nicht im 95 %-Prognoseintervall, also ist 3 nicht vertraglich mit den
Angaben der Cylenda AG.
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[6] []
o
[m]:

mvurl.de/5dlv

Eine Eigenschaft einer Grundgesamtheit ist binomialverteilt mit der Wahrscheinlichkeit p.
Die Stichprobenergebnisse liegen mit der Sicherheitswahrscheinlichkeit ~ in einer
c:o-Umgebung von p.

Diese Umgebung heif3t Prognoseintervall fir die Stichprobenergebnisse.

(Schluss von der Grundgesamtheit auf die Stichprobe)

Zur Sicherheitswahrscheinlichkeit y gehdrt das Prognoseintervall [n—co; p+ co].

Y \ 683% \ 90% \ 95% \ 95,4% \ 9% \ 997%

c | 1 | e | e | 2 | 2 | 3

Hinweis: Liegt das Stichprobenergebnis im Prognoseintervall, so ist das Ergebnis mit

dem vermuteten Anteil an der Grundgesamtheit vertraglich.

Aufgaben

1

a)

b)

c)

Der Einzelhandler kauft Elektroartikel bei grofen Handelsunternehmen und verkauft
diese anschlieBend zu Sonderpreisen.

Tdglich werden 200 Elektrogerate eingekauft und wieder verkauft. Trotz der End-
kontrolle der Elektrogerate rechnet der Einzelhdndler, dass 5 % der Gerate defekt

in den Verkauf geraten.

Bestimmen Sie bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 90 % mit wievielen
verkauften defekten Elektrogeraten taglich zu rechnen ist.
In der Kalenderwoche 12 (6 Verkaufstage) waren 1138 Elektrogerdte einwandfrei.

Entscheiden Sie mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 99 %, ob die Aussage des
Einzelhandlers mit dem Stichprobenergebnis vertraglich ist.

Untersuchen Sie, ob ein Stichprobenergebnis von 7 defekten Geraten im

95 %-Prognoseintervall liegt.

In einer Umfrage wurden 560 Personen danach gefragt, welche Farbe -weif3 oder
schwarz- ein neues Produkt haben soll.

Die binomialverteilte Zufallsvariable X gibt die Anzahl der Befragten an, die weif} be-
vorzugen, dabei wird von einer Wahrscheinlichkeit p mit p = 0,65 ausgegangen.

Im ersten Jahr soll nur dann ausschlieflich in der Farbe weify produziert werden, wenn
der Erwartungswert mindestens 360 betrdgt, und wenn sich mit einer Wahrscheinlich-
keit von mindestens 99,7% nicht weniger als 330 Personen fir dieses Produkt ent-
scheiden.

Untersuchen Sie, ob nur in der Farbe weif3 produziert werden soll.

Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem 3o-Prognoseintervall.
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a)

b)

a)

b)

a)
b)

c)

Das Unternehmen Mobiltec hat es sich auf die Herstellung und den Vertrieb von Han-
dyschalen spezialisiert. Die Handyschalen werden in Kartons zu je 150 Stiick auch an
den Grofhandel verkauft. Untersuchungen haben ergeben, dass bei 10% aller produ-
zierten Schalen Fehler in der Farbpigmentierung auftreten.

Es wird vereinbart, dass aus der laufenden Produktion eine Stichprobe von 100 Han-
dyschalen genommen wird.

Berechnen Sie, wieviele Handyschalen mit Farbfehler bei einer Sicherheitswahrschein-
lichkeit von 95 % zu erwarten sind.

In der Stichprobe sind 18 Handyschalen mit Farbfehler. Entscheiden Sie bei einer
Sicherheitswahrscheinlichkeit von 90 %, ob das Stichprobenergebnis mit den Angaben
von Mobiltec vertrdglich ist.

In einem Molkereibetrieb wird Fruchtjoghurt
hergestellt und in Becher abgefiillt.

Einer Handelskette wurde vertraglich zuge-
sichert, dass maximal 4 % der Becher einen
defekten Deckel besitzen. Taglich wird der
Ladung eine Stichprobe von 250 Joghurtbecher
entnommen und untersucht.

Bestimmen Sie das Prognoseintervall bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 90 %.
Am ersten Tag findet man 12 Becher mit defektem Deckel.

Dieses Stichprobenergebnis ist mit den Vorgaben vereinbar. Nehmen Sie Stellung.

Ein Stichprobenergebnis, das auferhalb des 95 %-Prognoseintervalls liegt, weicht signi-
fikant von der vertraglichen Vereinbarung ab.

Das Stichprobenergebnis vom dritten Tag (18 Becher mit defektem Deckel) weicht
signifikant ab. Bestatigen oder widerlegen Sie diese Behauptung.

Ein Hersteller fertigt auf einer Maschine
Dichtungsringe als Massenware. Die Aus-
schussquote betragt 8 %.

Der Kunde macht die Annahme der Waren-
sendung abhangig von der Prifung einer
Zufallsstichprobe von 140 Stiick.

Bestimmen Sie das Prognoseintervall bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von 90 %.
In der Stichprobe sind 20 mangelhafte Dichtungsringe. Entscheiden Sie bei einer
Sicherheitswahrscheinlichkeit von 99 %, ob das Stichprobenergebnis mit den Angaben
des Herstellers vertraglich ist.

Ein Stichprobenergebnis von 6 mangelhaften Dichtungsringen weicht signifikant von
der Angabe des Herstellers ab, d.h., das Ergebnis liegt aufferhalb des 95 %-Prognosein-
tervalls. Nehmen Sie Stellung.
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2.5 Konfidenzintervall (Vertrauensintervall)

In der Realitat hat man hdufig keine Informationen Uber die Wahrscheinlichkeit p einer Grund-
gesamtheit. Dies soll am folgenden Beispiel verdeutlicht werden:

Eine Urne enthalt viele weiffe und schwarze Kugeln. Die Wahrscheinlichkeit fir das Ziehen
einer weifen Kugel ist nicht bekannt. In diesem Fall kann man wiederholt eine weif3e Kugel
mit Zurlicklegen ziehen (Stichprobenumfang n) und die relative Haufigkeit h fiir das Ereig-
nis ,,weipe Kugel” berechnen. Die relative Haufigkeit ist ein Schatzwert flr die unbekannte
Wahrscheinlichkeit. Bei einem solchen Schatzwert weif3 man nicht, wie gut diese Schatzung
ist. Man versucht jedoch ein bestimmtes Intervall anzugeben, in dem p mit hoher Wahrschein-
lichkeit (Sicherheitswahrscheinlichkeit) liegt.

Die Sicherheitswahrscheinlichkeit heifft auch Vertrauensniveau oder Vertrauenswahrschein-
lichkeit. Das zugehorige Intervall heifft Konfidenzintervall oder Vertrauensintervall.

Das Vertrauensintervall einer Variablen zur Vertrauenswahrscheinlichkeit 95 % ist der
Bereich, in den die Variable mit 95 %-iger Wahrscheinlichkeit fallen wird. Man geht von einer
reprasentativen Stichprobe aus und schliept auf die (unbekannte) Grundgesamtheit.

Beispiel 1

2 Vor der Biirgermeisterwahl werden 500 Biirger befragt, ob sie Kandidat A wahlen
wollen. 275 Wahlberechtigte bejahen diese Frage.
Verwenden Sie die Vertrauenswahrscheinlichkeit 95 %.

a) Entscheiden Sie, ob der Kandidat A mit der Mehrheit der Stimmen rechnen kann.

b) Prifen Sie, ob die p-Werte 0,51 und 0,49 mit dem Stichprobenergebnis von 275
vertraglich sind.

c) Bestimmen Sie das Intervall aller p-Werte, in deren 95 %-Umgebung das Stichproben-
ergebnis von 275 liegt.

L6ésung
a) Stichprobenumfang n =500

relative Haufigkeit als Schatzwert fir die unbekannte Wahrscheinlichkeit: h

Binomialverteilung mit n =500 und p = % =0,55

_ 275
~ 500

Erwartungswert: p =275 Standardabweichung: ¢ =11,12
Berechnung der 95 %-Umgebung des Erwartungswertes:

12 27 )
0,55 - 1,96 - 55: 0,55 +1,96 - 55| = [0,506; 0,594]

bzw. [275-196-11,2; 275 + 1,96 - 11,2] = [254; 296 ]

Geht man von einer Erfolgswahrscheinlichkeit von 0,55 aus, dann wird Kandidat A mit
einer Vertrauenswahrscheinlichkeit von 95 % von 50,6 % bis 59,4 %, entsprechend
254 bis 296 Wahlberechtigten gewahlt.

Er kann also mit 95 %-iger Wahrscheinlichkeit mit einer Mehrheit rechnen.

Es bleibt ein Unsicherheitsfaktor von 5 %.

Man sagt: p = 0,55 ist vertraglich mit dem Stichprobenergebnis von 275.
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b) 95% Umgebung zu p = 0,51
Man betrachtet die Binomialverteilung mit n =500 und p = 0,51.
Erwartungswert: pn =255
Standardabweichung: ¢ =118
95 %-Umgebung von p: [255 - 196 - 1118; 255 + 1,96 - 11,18] = [233,09; 276,91]
ganzzahlige Grenzen: 234 und 276
Das Stichprobenergebnis von 275 liegt in der 95 %-Umgebung von p = 255.
Man sagt: p = 0,51 ist vertraglich mit dem Stichprobenergebnis von 275.

P(X=k)
L 95 %-Umgebung von . =255
0,03
275}
0,02 b
0,01 | i
25% 0 25%
0 ‘ : ‘ : LT ‘
220 230 240 250 260 270 280 290 k

p =255
95 % Umgebung zu p = 0,49
Man betrachtet die Binomialverteilung mit n =500 und p = 0,49.
Erwartungswert: p =245
Standardabweichung: ¢ =11,18
95 %-Umgebung von p: [245 —196 - 11,18; 245 + 196 - 11,18] = [223,09; 266,91]
ganzzahlige Grenzen: 224 und 266
Das Stichprobenergebnis von 275 liegt nicht in der 95 %-Umgebung von p = 245.
Man sagt: p = 0,49 ist nicht vertraglich mit dem Stichprobenergebnis von 275.

P(X=k)
itk 95 %-Umgebung von . = 245
0,03
0,02
215

0,01 ;

255% 25% |

0. : : : : ‘ ..
210 220 230 240 250 260 270 280 k

p =245



428

R

mvurl.de/3ddz

Il Stochastik

¢) Losung mithilfe der 1,96 6-Regel
Eine 95 %-Umgebung entspricht naherungsweise der 1,96 s-Umgebung von p:
pn—-1966<X<p+1960
Mit n=500p und o =/500p(1-p) und X =275 ergibt sich

500p - 1,96,/500p(1 - p) <275 < 500p +1,96/500p (1 - p) e

Division durch den Stichprobenumfang 500:

p—1,96Jpgoop) <055<p+196\/pgoop)
1 1
Umformung: 0,55 - 1,96Jp(500p) <p<0,55+1 %Jmsoop)
o _ FED) FIED)
d.h. p liegt im Intervall: 0,55-196 500 ; 0,55 +196 500

Da pah=0,55 ist (sinnvolle Naherung bei einer reprasentativen Stichprobe), liegt p

0,55(1 - 0,55) \/0,55 (1-0,55)
ndaherungsweise im Intervall: [O 55 - 196J—5OO 0,55 +196 ~— 500

Vertrauensintervall: [0,5064; 0,5936]
Alle Wahrscheinlichkeiten von 0,5064 bis 0,5936 sind mit dem Stichprobenergebnis
von 275 vertraglich bei einem Vertrauensniveau von 95 %.

Hinweis: Die Ungleichung ** fiir p kann z.B. durch Quadrieren

geldst werden: 0,5062 <p <0,5931
Zugehoriges Vertrauensintervall: [0,5062; 0,5931]

Mit einem Stichprobenumfang n und dem Schatzwert h erhdlt man die Naherung fir das

Konfidenzintervall (Vertrauensintervall): [h = C\/ ha ; h h+ C\/ ha ; h) ]
¢ beschreibt die gewahlte Vertrauenswahrscheinlichkeit.

co-Umgebungen des Erwartungswertes p bei Binomialverteilungen
und die zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten (o> 3)

Radius der ¢ 5-Umgebung ‘ 164-c ‘ 196-c ‘ 258°c
Vertrauenswahrscheinlichkeit y | 90% | 95% | 99%
Hinweis: Das Konfidenzintervall [py; p] Uberdeckt mit der Vertrauenswahrscheinlichkeit y
die wahre Wahrscheinlichkeit p. £ o—]
P1 p P2

Hinweis: Die Naherung liefert brauchbare Werte fiir n > 1000.
Bei kleineren Stichproben ist die Naherung nur geeignet fiir 0,3 <h <0O,7.
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Fir das Beispiel mit Stichprobenumfang n =500 und Trefferhdufigkeit h = % =0,55

erhdlt man das Vertrauensintervall fir die unbekannte Wahrscheinlichkeit p in Abhdngigkeit

von der Vertrauenswahrscheinlichkeit (Vertrauensniveau) y.
¥ =90 %:

0,55(1-0,55) 0.55(1-055) | _ ,
[0,55-1,64JT, 0,55 +1,64 | =>2z55">>| = [0,5135; 0,5865]

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 % betragt die tatsachliche (unbekannte) Wahrscheinlich-

keit p 0,5135 bis 0,5865.

v =95%:
0,55 -1.96 2800550, 0,55 4196 (2550059 _ (05064; 0,5936]
v=99%:
[0,55 - 2,58 220" 299): 0,55 + 2,58 228029 | < [0,4926; 0,6074]

Bemerkung zur reprasentativen Stichprobe

Um mithilfe einer Stichprobe glltige Aussagen tber die Grundgesamtheit (z.B. eine Popu-

lation) treffen zu kénnen, muss die Stichprobe reprdsentativ sein, d.h., ihre Zusammen-
setzung entspricht der Zusammensetzung der Grundgesamtheit, aus der sie stammt.
Sie ist ein verkleinertes Abbild der Grundgesamtheit.

Die Verteilung eines Merkmals innerhalb der Stichprobe und in der Grundgesamtheit soll-

ten gleich sein.

Die Reprasentativitat einer Stichprobe hangt weniger von ihrer Gréf3e als vielmehr vom
Auswahlverfahren ab.

Bei einer reprasentativen Stichprobe ist der Schatzwert h eine gute Naherung fir die
gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Beispiel 2

< Bei einer Stichprobe mit n = 3000 werden 1380 Treffer erzielt.
Berechnen Sie das Vertrauensintervall zum Vertrauensniveau von 95 %.

Lésung
n=3000; h=1232%=0,46; y=95% ergibt c=196 (vgl. Tabelle Seite 428)

_ 0,46(1-0,46) . JO,46(1 - 0,46)
[O,46 196 3000+ 046 +196 3600

=[0,4422; 0,4778]
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt 44,22 % bis 47,78 %.

429
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Beispiel 3

Eine Urne enthalt eine unbekannte Anzahl weif3er und schwarzer Kugeln.

In einer Stichprobe wurde 80-mal eine Kugel mit Zurlicklegen gezogen. Dabei erhielt man
28-mal eine weife Kugel.

Geben Sie ein Konfidenzintervall fiir den unbekannten Anteil der weien Kugeln bei einem
Vertrauensniveau von y =95,4% an.

L6ésung
X: Anzahl der weif3en Kugeln
Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt. Da ein Vertrauensniveau von 95,4 % verlangt ist,

handelt es sich um eine 26-Umgebung (c = 2)

= seoe = X228
Schatzwert flr p: h = " 80" 0,35

035(1-035).

80 ; 035+2

Q350-—Q35w
80

Mit h=0,35; n=80; c=2: [0,35 =2
Konfidenzintervall fir p: [0,2433; 0,4567]

Die Wahrscheinlichkeit fir eine weife Kugel betragt mit 95,4 %-iger Sicherheit 0,2433
bis 0,4567.

Beispiel 4

< Zwei Monate vor der Wahl wurde die ,,Sonntagsfrage” gestellt: ,,Welche Partei wiirden
Sie wahlen, wenn am Sonntag Wahl ware?*
Die Umfrage wurde mit 1500 zuféllig ausgesuchten Wahlberechtigten durchgefiihrt.
Hierbei haben sich 45 % fir die Partei A entschieden.
Berechnen Sie bezogen auf diese Stichprobe mithilfe des 90 %-Vertrauensintervalls
die Mindest- und Hochstanzahl aller Wahlberechtigten (30210) dieser Stadt, die
Partei A am Sonntag nach der Umfrage gewahlt hatten.

Lésung

Vertrauensintervall fir p:

Da eine Vertrauenswahrscheinlichkeit von 90 % verlangt ist, handelt es sich um eine
1,64 6-Umgebung.

Mit h =0,45; n=1500 und c =1,64 folgt

B 045(1-045) ¢OA5G-—Q45) _ .
[oAs L64J———T§i7——n 0,45 +1,64\=—555 | = [0,4289; 0,4711]

Vertrauensintervall als Anzahl der Wahler von A:

[0,4289-30210; 0,4711-30210] = [12957,1; 14231,9]

Die Stichprobe ldasst mit einer Sicherheit von 90% auf mindestens 12958 und hdchstens
14231 Wahlberechtigte schliefen, die Partei A wahlen.
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Beispiel 5

2 In einem Stadtteil von Stuttgart soll ein Anwoh-
nerparkbereich geschaffen werden. Es werden
1000 Anwohner gefragt, ob sie daflir oder dage-
gen sind. 590 Anwohner stimmten fir den An-
wohnerparkbereich. Die Vertrauenswahrschein-
lichkeit soll 90 % betragen. :
Bestimmen Sie ein Intervall fiir die Wahrschein- i 2 ol Rl
lichkeiten, dass ein beliebiger Anwohner des Stadtteils fir Anwohnerparkplatze ist.

Lésung

Zufallsvariable X: Anzahl der Anwohner, die fir einen Anwohnerparkplatz sind.
X ist binomialverteilt.

Stichprobenumfang: n =1000; relative Haufigkeit: h = % = % =0,59

Vertrauenswahrscheinlichkeit: y=0,9 und damit c =1,64

059(-0,59) . 059(-059 ] _ ,
[0.59 = 1.64¢W, 0,59 + 1,64JW =[0,5645; 0,6155]

Vertrauensintervall fur p: [0,5645; 0,6155]

Aufgaben

g 1

a)

In einer Stichprobe vom Umfang n werden k Treffer erzielt. X ist die Anzahl der Treffer.

X ist binomialverteilt.

Ermitteln Sie das Vertrauensintervall fir die Vertrauenswahrscheinlichkeit y =90% bzw.
vy =95 %.

n=50; k=20 b) n=100; k=60 ¢) n=40; k=20

In einer Lieferung von Bauteilen werden 1200 Bauteile getestet und 60 defekte Bauteile
gefunden. Bestimmen Sie das Konfidenzintervall (y =90%) fir die unbekannte
Wahrscheinlichkeit, dass ein Bauteil defekt ist.

Die Gesamtlieferung umfasst 3000 Bauteile. Bestimmen Sie die zum Konfidenzintervall
gehdrenden Erwartungswerte fur die Anzahl defekter Bauteile.

In der Stadt sind insgesamt 45650 Birger wahlberechtigt. Zwei Monate vor der Wahl
wurde die ,,Sonntagsfrage” gestellt: ,,Welche Partei wiirden Sie wahlen, wenn am Sonntag
Wahl ware?" Die Umfrage wurde mit 1350 reprasentativ ausgesuchten Wahlberechtigten
durchgefihrt. Hierbei haben sich 610 fir die Partei A entschieden.

p ist die Wahrscheinlichkeit, dass Partei A gewahlt wird.

Geben Sie einen Schatzwert fur p an. Berechnen Sie bezogen auf diese Stichprobe mithil-
fe des 95 %-Vertrauensintervalls die Mindest- und Hochstanzahl aller Wahlberechtigten
dieser Stadt, die die Partei A am Sonntag nach der Umfrage gewahlt hatten.
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4 Bei einer Befragung von 1000 Haushalten gaben 440 Haushalte an, einen Strom-
lieferungsvertrag mit einem regionalen Stromanbieter abgeschlossen zu haben.
Bestimmen Sie den Marktanteil, von dem der regionale Stromversorger bei einem
Vertrauensniveau von 95,4 % ausgehen kann.

5 Es soll Uberprift werden, ob bei der Produktion von Hochleistungsprozessoren weiterhin
davon ausgegangen werden kann, dass 8 % der Prozessoren fehlerhaft sind.
Dazu werden 1000 Prozessoren Uberprift, von denen 74 fehlerhaft sind.
Berechnen Sie ein 95 %-Konfidenzsintervall fiir den unbekannten Anteil an fehlerhaften
Prozessoren und interpretieren Sie lhr Ergebnis.

6 Der Hersteller von Schrauben garantiert
einen Ausschussanteil von hdochstens
3,5%. Der Kunde untersucht eine
Stichprobe von 1050 Schrauben und
findet 60 defekte Schrauben. Bestimmen
Sie ein Vertrauensintervall (y =90 %)
fur den Anteil der defekten Schrauben.
Beurteilen Sie die Herstellerangabe auf
der Grundlage lhres Ergebnisses.

7 Ineiner Stichprobe werden 200 Spezialschrauben untersucht. Dabei werden 80 Schrau-

ben der hochsten Qualitatsstufe zugeordnet.

Bestimmen Sie ndherungsweise ein Vertrauensintervall zu einem Vertrauensniveau von

90 % fir die Wahrscheinlichkeit, dass eine produzierte Spezialschraube zur hochsten

Qualitatsstufe gehort.

Entscheiden Sie begriindet, ob die folgenden Aussagen richtig sind:

» Die Lange des Vertrauensintervalls wird gréper, wenn der Stichprobenumfang
vergrofert wird.

» Die Lange des Vertrauensintervalls wird gréper, wenn das Vertrauensniveau erhéht
wird.

8 Eine Voraussetzung fir die Wirkung eines Medikaments ist die regelmapige Einnahme.
Diese soll mit einer Stichprobe von 100 Patienten tGberprift werden. Von diesen haben
70 Patienten das Medikament regelmapig eingenommen.
Bestimmen Sie naherungsweise ein Vertrauensintervall zu einer Vertrauenswahrschein-
lichkeit von 95,4 % fir die unbekannte Wahrscheinlichkeit p, dass das Medikament regel-
mafig eingenommen wird.
Beschreiben Sie die Bedeutung des Vertrauensintervalls im Sachzusammenhang.
Beurteilen Sie folgende Aussage: Man kann bei obigem Stichprobenergebnis davon
ausgehen, dass bei einer Vertrauenswahrscheinlichkeit von 95,4 % wenigstens 65 % aller
Patienten das verordnete Medikament regelmapig einnehmen.
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In den Abteilungen A und B werden taglich jeweils 2450 Prozessoren hergestellt.

Es ist bekannt, dass in Abteilung A im Durchschnitt 26 fehlerhaft sind.

Bestimmen Sie das 95 %-Konfidenzintervall fir die Anzahl fehlerhafter Prozessoren.
In Abteilung B werden an einem Tag 35 fehlerhafte Prozessoren identifiziert.
Entscheiden Sie, ob diese Anzahl mit dem 95 %-Konfidenzintervall vertraglich ist.

Im gesamten Schulbereich gilt seit einem Jahr ein
absolutes Rauchverbot. Die Schulleitung erwagt
die Einrichtung einer Raucherzone. Dazu wurden
zwei Schiilerbefragungen unter je 1200 Schiilern
durchgefilihrt. Die erste ergab, dass 460 der
befragten Schiler eine Raucherzone wiinschten.
Bestimmen Sie mit einem Vertrauensniveau von
95 % das Intervall der Wahrscheinlichkeiten dafir,
dass ein zufallig ausgewahlter Schiiler ein
Raucherzonenbeflirworter ist.

Ein Hotelier lasst 140 Gaste nach lhrer Zufriedenheit befragen. 80 Gaste sind zufrieden.
Kann er auf einem Vertrauensniveau von 90 % davon ausgehen, dass 75 % seiner Gaste
zufrieden sind?

Die Konsumforschung hat in einer Umfrage, in der 865 Familien befragt wurden,
festgestellt, dass 296 Familien mindestens zweimal pro Jahr in den Urlaub fahren.

Eine Familie fahrt mit der unbekannten Wahrscheinlichkeit p mehr als einmal pro Jahr in
den Urlaub.

Ermitteln Sie das Vertrauensintervall zum Vertrauensniveau von 95 %.

Ein Wirtschaftsprifer wahlt aus 2000 Rechnungen 120 zufallig aus, um sie auf Buchungs-
fehler zu prifen. Aufgrund langjahriger Erfahrung weif er, dass mit einer Fehlerquote von
bis zu 5% gerechnet werden kann. Wird diese Fehlerquote in der Stichprobe tberschrit-
ten, will er eine Gesamtprifung aller Rechnungen durchfiihren. Bei 4 Rechnungen der
Stichprobe werden Buchungsfehler entdeckt.

Wie viele fehlerhafte Rechnungen dirfen in der Stichprobe maximal entdeckt werden, um
eine Gesamtprifung aller Rechnungen zu vermeiden?

Bestimmen Sie bei einer Vertrauenswahrscheinlichkeit von 95% den Bereich fur die
Anzahl fehlerhafter Rechnungen, der mit der Erhebung vertraglich ist.

Von 300 kontrollierten Autofahrern mussten 75 ein Bufgeld von 60 € wegen fehlender
Umweltplakette bezahlen.

Mit welchen Einnahmen kann die Stadtverwaltung auf einem Vertrauensniveau von 90 %
rechnen, wenn sie 3000 Autobesitzer Uberprift?
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OE‘% Konfidenzintervall mit Konfidenzellipse
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Beispiel 1

2 Aus einer Urne mit roten und schwarzen Kugeln wird eine Kugel mit Zuriicklegen ge-
zogen. Bei 250 Ziehungen erhalt man 83 rote Kugeln. Bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeiten, eine rote Kugel zu ziehen, bei einer Vertrauenswahrscheinlichkeit von 90 %.

Lésung

Zufallsvariable X: Anzahl der rote Kugeln, X ist binomialverteilt
Stichprobenumfang: n =250; relative Haufigkeit: h=4x = 250 ~ 0,33

Vertrauenswahrscheinlichkeit ~= 0,90 und damit ¢ = 1,64
Damit p mit der ermittelten relativen Haufigkeit vertraglich ist,

qgilt (vgl. S 428):

Konfidenzellipse

p-
f mit f(p) =p +1 64\/ 250

o pai-
g mit g(p) = 1 64J 250

Der Graph von f schneidet die Gerade mit
h =0,33 in p;~ 0,2833. Der Graph von g schnei-
det die Gerade mit h = 0,33 in p, ~ 0,3804.

Vertrauensintervall: [py; p2] =[0,2833; 0,3804]

Beispiel 2

0,2
0.

2 Aus einem Karton mit 100 Chips werden Chips

entnommen und auf fehlerhaft gepruft.
Die Abbildung gehort zur Vertrauenswahr-
scheinlichkeit 95 %.

a) Beschriften Sie das Diagramm

b) Lesen Sie das Konfidenzintervall zur relativen

Haufigkeit h = 0,4 ab.

—164\/

pQ
250

1
<h<p+164¢p(250

h=033

03

00 01

1.0
08
0,6
0.4
0.2

02

03

04 05 06 07 08 09 10 P

0,0

0.2

04 06 08 10

c) Zur Wahrscheinlichkeit p = 0,2 lassen sich relative Haufigkeiten grafisch bestimmen.

Interpretieren Sie |hr abgelesenes Intervall.

Lésung

a) Vertrauenswahrscheinlichkeit v = 0,95
und damit ¢ =196
Konfidenzellipse

f it £(p) = p + 1962

: o p(-p)
g mit g(p) = p 1.96\/ 106
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b) Durch Ablesen: h
Konfidenzintervall [0,31; 0,501 10
08 K
06
c) Durch Ablesen: hy = 0,12; h, = 0,28 " Ky h=04
Fir p(fehlerhaft) = 0,2 werden hy---
bei einer Vertrauenswahrscheinlichkeit By.--- :
von 95 % 12 bis 28 defekte 00702 Toa { 06 08 10 b
Chips in einem Karton entdeckt. P &
Dies entspricht dem 1,960-Prognoseintervall.
Aufgaben
1 Die Abbildung zeigt die Konfidenzellipse zum 0,61
Stichprobenumfang n = 50 und zur Vertrauens- 051
wahrscheinlichkeit 95,4 %. 0.4
a) Beschriften Sie das Diagramm. 03
b) Bestimmen Sie grafisch das Konfidenzintervall 02
zu h = 0,4 und das Prognoseintervall zu p = 0,3. ol
c) Wie andert sich das Diagramm, wenn die 00 . . .
Vertrauenswahrscheinlichkeit auf 90 % sinkt. o1 02 03 04 05 06

2 Ineiner Medikamentenstudie werden Patienten gefragt, ob sie das Medikament regelma-
Rig einnehmen. Die Leitung der Studie geht von 25 % aus. Um bei einer Vertrauenswahr-
scheinlichkeit von 90 % einen Schatzwert fir den Anteil dieser Patienten zu ermitteln,
wird eine Stichprobe bei 100 Patienten durchgefiihrt.

Die Abbildung zeigt die Graphen der

folgenden fir p € [0;1] definierten Funktionen: h
0,6
) 1=
f mit f(p) =p+1,64\/p(100p); 05+
a-p o
g mit g(p) = p - 1,64]% 03}
021
01+
0,0 + . I
01 02 03 04 05 06 P

a) Bestimmen Sie grafisch die méglichen Anzahlen der Patienten, welche regelmapig das
Medikament einnehmen, die bei einer Vertrauenswahrscheinlichkeit von 90 %
die Angabe der Studienleitung bestatigen.

b) Die Befragung ergab 30 Patienten, die das Medikament regelmapig eingenommen haben.
Bestimmen Sie grafisch das zugehdérige Konfidenzintervall zur Vertrauenswahrscheinlich-
keit 90 %.





