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Beispiel 1

“ Die Funktion f mit f(x) = 5x3 - Lx2 +10x + L
12 4 3

beschreibt ndherungsweise die wéchentlichen
Verkaufszahlen von Rasenmdhern. Dabei ist x
die Zeit in Wochen nach Wiedererdffnung der
Geschaftsraume. Untersuchen Sie die Entwick-

lung der Verkaufszahlen.

L6ésung
Das Schaubild von f wird gezeichnet. Die /4'\
Verkaufszahlen nehmen zu bis zur Woche 4 e
mit 23 Stlck, danach nehmen sie ab bis zur / :
Woche 10 mit 14 verkauften Rasenmdhern, um :
danach wieder zuzunehmen. !
Erliuterungen 2 4 6 8 10 12X
Man liest ab: fist monoton  wachsend fallend wachsend
fiir X<4 | 4<x<10 | x>10
Im Ubergang >0 1 <0 | fx>0
von wachsend zu fallend liegt ein Hochpunkt, f,(4)' =0 f’(1OI) =0
von fallend zu wachsend liegt ein Tiefpunkt. H T
Beachten Sie
) .. [Hochpunkt {qrﬁlste }
Ein Kurvenpunkt P (x| f(x)) heipt {Tiefpunkt } wenn f(x;) der | ainste
Funktionswert flr alle x aus einer Umgebung von x; ist.
) gropte } ) . . Maximum
Dieser {kleinste Funktionswert f (x;) heift relatives (lokales) [Minimum }
Notwendige Bedingung fiir (Iokale) Extremstellen: f'(xq) = O.
Dabei liegt x; im Innern des Definitionsbereichs.
Hochpunkte bzw. Tiefpunkte nennt man Extrempunkte des Schaubildes von f.
Der x-Wert des Extrempunktes heif3t Extremstelle. | ,
Nachweis fiir Extrempunkte (1. Mdglichkeit):
Nachweis mit Vorzeichenwechsel (VZW von f'(x)):
VZW von f'(x) an der Stelle x=4 x =10
Hinweis: f'(x) = %XZ - %x +10 von von
+ nach - - nach +

f'(3)=175>0; f(4)=0; f(5)=-125<0

fuhrt auf einen
Hochpunkt Tiefpunkt
mit f(4) =23 und f(10) =14
H(4|23) T(10[14)
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Nachweis mithilfe der zweiten

y
Ableitung von f (2. Moglichkeit): 25T H f
20 \
15
Schaubild von f ol T
51
2 4 6 8 10 2 X
y
15T
Schaubild von f’ 107 ¢
- . . 5T
f”(x) ist die Steigung des Schaubildes
von f"an der Stelle x.
2 0 12 X
51
Die Steigung des Graphen von f’ an der Stelle x=4 x =10
ist negativ ist positiv
Das bedeutet: f"(4)<0 f"(10)>0
Das Schaubild von f hat dort einen Hochpunkt Tiefpunkt
Hinweis: x = 4 ist Maximalstelle, x =10 ist Minimalstelle.
Berechnung von f”(4) und f”(10)
Zweite Ableitung von f: f"(x) = 2 x - %
Einsetzen der x-Werte in " (x): 4 =-2<0 10)=32 >0

Bestimmung von Extrempunkten

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir Extremstellen:

f'(x) =0 A f"(x) #0

+  Notwendige Bedingung: f'(x) = 0 liefert die Stellen xy, X, ... mit
waagrechter Tangente.

+ Nachweis fiir Hochpunkt bzw. Tiefpunkt
durch Einsetzen von x; in f”(x)

f(x) <0 Hochpunkt H (x| f (x;)
Ist /,(X])< , so hat der Graph von f einen B (alfO)
f"(xq) >0

Tiefpunkt T (x| f (x))
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Beispiel 2

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —%x:“ +2x2-3x; xeR.
Berechnen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen von f.

Lésung

Ableitungen: f'(x) =-x2+4x-3; f"(xX)=-2x+4

Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen: f'(x) =0 A f”(x) # O

Notwendige Bedingung: f'(x) = O -x2+4x-3=0
Stellen mit waagrechter Tangente: X1=1 x2=3

Nachweis durch Einsetzen der x-Werte in f”(x)

f’(1)=2>0: fhatinx =1 ein (relatives) Minimum,
Der Graph von f hat einen Tiefpunkt an
der Stelle x;=1.

f"(3)=-2<0: fhatin x =3 ein (relatives) Maximum,
Der Graph von f hat einen Hochpunkt an der
Stelle x> =3.
Mit (1) = —% und f(3) =0 erhadlt man: g
Tiefpunkt T(1| - 3} Hochpunkt H(3|0) 21
\i H
Schaubild von f: | | | | |
-1 1 3 4 5 %
=11
-2 T f

Aufgaben

Untersuchen Sie das Schaubild von f auf Hoch- und Tiefpunkte.
Bestimmen Sie die Schnittpunkte des Graphen von f mit der x-Achse.
Skizzieren Sie den Graphen von f in ein Achsenkreuz.

f=2C-x2-2x+3 b fo0=-x3+3x-2 0 f0=2x3-2x2
Berechnen Sie die Koordinaten der Hoch- und Tiefpunkte des Graphen von f.
fx) = = X2 +x -2 b) () =72(3-9%) 0 f0=x3-2x2+5

y
Die Abbildung zeigt den Graphen einer N /
Funktion f mit f(x) = ax® = 2x2 = 2x + 3. N f/

Bestimmen Sie a mithilfe der Zeichnung.
Ermitteln Sie Hoch- und Tiefpunkt des
Graphen von f.
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Kosten, Erlés und Gewinn bei Angebotsmonopol

Beispiel 1

2 Fir die Preis-Absatz-Funktion py eines Monopolisten gilt: py(x) = =3 x + 90.
K mit K(x) = 61_0()(3 -30x2 +1860x +1400) beschreibt fiir x>0 die Gesamtkosten.
a) Bestimmen Sie den maximalen 6konomisch sinnvollen Definitionsbereich.

b) Bestimmen Sie die gewinnmaximale Absatzmenge und den zugehorigen
Marktpreis.

Lésung
a) Okonomisch sinnvoller Definitionsbereich:
Aus py(X) =-3x+90=0 < x =30 folgt Dy, = [O; 301.
b) Aus pny(X) ==3x+90 und E(X) = py(X)-X
erhalt man die Erlésfunktion E mit: E(x) =-3x2+90x
Gewinnfunktion G mit G(x) =E(x) —K(x): G(X) = -6]—0(x3 +150x2 - 3540x +1400)
Gewinnmaximale Ausbringungsmenge
Bedingung: G'(x) =0 A G"(x) <0
Gx)=0 —61—0(.'3x2 +300x - 3540) =0 < x2+ 100x -1180=0
L6ésung mit pg-Formel oder mit GTR/CAS: X1~ 10,66; x> ~ — 110,66 < O
X1~ 10,66 ist die einzige sinnvolle Losung.
Maximaler Gewinn: Gmax = G(10,66) = 301,32
Gewinnmaximaler Preis
Der maximale Gewinn wird in Xpax = 10,66 erwirtschaftet.
Angebotspreis bei maximalem Gewinn: y
Einsetzen von Xpmayx in py(X) = =3 x+ 90
ergibt: py (10,66) = 58,02
Gewinnmaximaler Preis: 58,02 GE/ME 200

IRNC

rd

Dieser Preis wird auch Cournot'scher Preis 100

genannt. Der Punkt C (10,66 |58,02) heift
Cournot'scher Punkt. Legt der Monopolist 10 20 30 X
seinen Verkaufspreis auf 58,02 GE pro ME

fest, so erzielt er den grépten Gewinn.

PN

7‘\
+
|

Die Gerade mit der Gleichung Xxmax Schneidet das Schaubild der Preis-Absatz-Funktion
im Cournot’'schen Punkt C (Xmay | PN(Xmax))-

Die x-Koordinate des Cournot'schen Punktes bezeichnet die Absatzmenge, bei der der maxi-
male Gesamtgewinn erzielt wird, die y-Koordinate von C ist der zugehdrige Preis pro ME.
Gewinnmaximale Absatzmenge: Ymess

E (Xmax)

Gewinnmaximaler Preis: PN (Xmax) = —x-
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Beispiel 2

2 Fiir die Gesamtkostenfunktion K eines Monopolisten gilt: K(x) = x3 —12x2 + 60x + 96.
Er produziert mit der Preis-Absatzfunktion py(x) = -10x +120.
Ein Monopolist will den Preis so festsetzen, dass Gewinn erzielt wird.
Bestimmen Sie das Preisintervall.

Lésung
Erldsfunktion E: E(x) = py(x)-x = —10x2 + 120 x
Gewinnfunktion: G(x) = E(x) —K(X) = —10x2 +120x — (x3 —12x2 + 60 x + 96)

G(x) =0 fihrt auf die Losungen: Xy~ —-758<0); x,~158; x3=8
Gewinnschwelle: xgs =158 y
Gewinngrenze: Xgg =8 120 g
Preisfestlegung: py(1,58) =104,2; 80 :
pn(8) = 40 ; /
Der Preis muss zwischen 40 GE/ME und A= . Py
104,2 GE/ME liegen. ol Ge zote D
Preisintervall: (40; 104,2) / I
Gesamtkosten, Erlés und Gewinn
bei vollstandiger Konkurrenz bei Angebotsmonopol
GE y GE; GE/ME
160 : E /_\. K
E ! 400 %\
120 i
801 [ B 1 | 200} : |
K : | i G
40 E //-——v—\ G E i th_iLNE
0 — ; v :
1 L ) i ME 15 10 15 20 2%\ 30 35 40 ME
- 40 / : '\ X T max d
Xos Knax Xo6
Kostenfunktion: K(x) > 0O; K ist monoton wachsend.
Konstanter Stlickpreis p Preis-Absatzfunktion: py(x) =ax +b
Erlosfunktion: E(x) =p-x Erlosfunktion: E(x) = py(X)-Xx
Erlosgerade Erlosparabel
Gewinnfunktion: G (x) = E(x) - K(x)
Gewinnzone: G(x) =0 fuhrt auf die Gewinnschwelle xgs und die Gewinngrenze Xgg.
Break-Even-Punkt B (xgs|K (xgs))
Gewinnmaximum in Xpax
Gewinnmaximaler Preis: py (Xmay)
Cournot'scher Punkt C(Xmax | PN Xmax))
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Aufgaben

1

a)
b)

c)

d)

e)

a)
b)

c)
d)

a)
b)
c)

Die Gesamtkosten eines Polypolisten in Abhangigkeit von der Ausbringungsmenge x in
Mengeneinheiten (ME) werden beschrieben durch die Funktion K mit

K(x) = %x3 - 6x2+50x +280; K(x)in Geldeinheiten (GE).

Die Kapazitatsgrenze liegt bei 24 ME.

Die produzierte Ware wird flr 44 GE pro ME verkauft.

Zeichnen Sie das Schaubild von K und der Erlésfunktion E in ein Koordinatensystem.
Die Gewinnschwelle liegt zwischen 9 ME und 10 ME. Bestimmen Sie die Gewinnschwelle
auf eine Dezimale gerundet.

Ermitteln Sie die Menge, die das Unternehmen produzieren muss, um maximalen Gewinn
zu erzielen. Geben Sie den maximalen Gewinn an.

Berechnen Sie die durchschnittliche Zunahme der Gesamtkosten je Stlick, wenn die Pro-
duktion von 10 auf 15 Stick erhéht wird.

Bestimmen Sie die Ausbringungsmenge mit dem geringsten Kostenzuwachs und geben
Sie diesen an. Interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

Gesamtkostenfunktion und Erlésfunktion eines Monopolisten sind durch
K(x)=x3-12x2 + 60x +98 und E(x) =-10x2 +120x gegeben.

Die Kapazitatsgrenze wird bei einer Produktion von 12 ME erreicht.

Die Gewinnzone endet etwa bei 8 ME. Uberpriifen Sie.

Bei 4 ME betrdgt der Gewinn 110 GE. Ermitteln Sie die Produktionsmenge, bei der
der Gewinn ebenfalls 110 GE betragt.

Bestimmen Sie das Gewinnmaximum.

Geben Sie den Preis an, damit der maximale Gewinn erwirtschaftet wird.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Cournot'schen Punktes.

Die Firma Anton Thomalle in Soest baut Motoren. Die Gesamtkosten des Motors ES1A in €
betragen K(x) = 0,1x3=7x2+ 220x + 800; der Erl8s pro Stiick liegt bei 250€.

Die Kapazitatsgrenze liegt bei 80 Stiick.

An der Kapazitdtsgrenze wird ein Gewinn erzielt. Uberpriifen Sie diese Behauptung.
Ermitteln Sie den maximalen Gewinn.

Prifen Sie, ob die Unternehmung bei Produktion und Verkauf von 8 ME einen positiven
Deckungsbeitrag erzielt. Geben Sie diesen gegebenenfalls an.

Die Jager GmbH beschreibt ihre Kosten mit folgender Funktion:
K(x) = %x3 - %xz +15x + 36; dabei ist x in ME und K (x) in GE angegeben.

Das Produkt wird zum Preis von 15 GE/ME am Markt verkauft.

Das Unternehmen will seinen maximalen Gewinn steigern, ist sich aber unschlissig,
welche Strategie es verfolgen soll.

Es stehen zwei alternative Varianten zur Auswahl:

Variante A: Die Fixkosten werden um 10 % gesenkt.

Variante B: Die variablen Kosten werden um 5% gesenkt.

Begriinden Sie, welche Variante flir das Unternehmen glinstiger ist.
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Beispiel
2 Die Gesamtkostenfunktion K eines Unternehmens ist
K(x) = x3 - 75x2 + 2100 x + 8000.
Das Unternehmen muss aus Konkurrenzgriinden seinen Verkaufspreis senken und ist

bereit, die fixen Kosten als Verlust in Kauf zu nehmen. Beurteilen Sie diese Situation.

L6ésung
Der Verkaufspreis muss so gestaltet sein, dass die minimalen variablen Stlickkosten ge-
deckt sind. In diesem Fall macht das Unternehmen einen Verlust in Hohe der Fixkosten.

Fur die variablen Stlckkosten (Kosten pro ME) gilt: k, (x) = KVX(X)

Aus K(x) = x3-75x2+2100x + 8000
folgt mit Kgy = 8000 Ky (x) = x3 = 75x2 + 2100 x

und daraus die variablen Stiickkosten k,: ky(X) = x2=T75x + 2100
Relatives Minimum von k,: k', (x) =0 2x—-75=0 & x=375

Hinweis: Die k,-Parabel ist nach oben gedffnet und nimmt in xg ein Minimum an.
Minimum: ky(37,5) = 693,75

Fur x =375 nimmt k, (x) ein (relatives und absolutes) Minimum an.
Betriebsminimum xgy = 37,5. Das Minimum der variablen Stiickkosten betragt
693,75 GE/ME. Kurzfristige Preisuntergrenze (KPU): KPU = 693,75 GE/ME

Ergebnis: 693,75 GE pro ME ist der kleinstmégliche Preis, zu dem das Unternehmen sei-
ne Ware verkaufen kann, wenn die fixen Kosten als Verlust in Kauf genommen werden.

Hinweis: Ein absolutes Minimum (Maximum) wird auch als globales Minimum (Maximum)
bezeichnet.

Beachten Sie

Das Betriebsminimum xgy ist die Ausbringung (x-Wert), bei der die variablen Stiick-
kosten minimal sind.

Bedingung fur xgyv: ky'(Xgm) = O

(Der Nachweis ky (xgy) > O ist fur K ertragsgesetzlich stets erfillt.)

Das Minimum der variablen Stiickkosten ky (xgy) stellt die kurzfristige Preisuntergrenze
(KPU) dar, denn kurzfristig Iasst sich der Verkaufspreis bis auf diese variablen Stiickkosten
senken, wenn das Unternehmen die fixen Kosten als Verlust in Kauf nimmt.

Die Grenzkostenkurve schneidet die y K K’
Kurve der variablen Stiickkosten k, in deren 15 /
Tiefpunkt (in xgy) (falls dieser existiert). / /

In xgy sind folgende Bedingungen erfiillt: 10

ky (x) = O (waagrechte Tangente an die k,-Kurve) / v
K'(X) = Ky (0) 2 . .-
(Schnittpunkt von K-Kurve und k,-Kurve) 0 e e

am Beispiel: K(x) = 01x3 -12x2+49x + 4 0 4 Xou 8 12 X
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Betriebsoptimum und langfristige Preisuntergrenze

Beispiel

2 Die Gesamtkosten fiir ein Produkt eines Unternehmens werden bestimmt durch die
Funktion K mit K(x) = x3 - 75x2 + 2100 x + 8000, x[0; 601.
Das Unternehmen muss aus Konkurrenzgriinden seinen Verkaufspreis senken.
Bestimmen Sie den kleinsten Verkaufspreis fiir eine verlustfreie Produktion.

Lésung
Um langfristig bestehen zu kénnen, muss der Verkaufspreis mindestens so hoch sein wie

die Stlckkosten. Bei diesem Preis wird kein Gewinn und kein Verlust gemacht.

Fir die Stiickkosten (Gesamtkosten pro ME) gilt: k(x) = @
8000

k(x) =x2=75x +2100 + =~

Bedingung fiir Minimum: k’(x) =0 und k”(x) >0

LI

—=X
Ableitungen mit der Potenzregel: ()(1) : : >
kK'(x)=2x-75- —8?((2)0; k"(x) =2+ —162300 xI” %2 (XZ) RS
Notwendige Bedingung: k'(x) =0 2x—-75- % =0 | - x2

2x3-75x2-8000=0

Sinnvolle Lésung: x =40
Mit k”(40) > O: fiir x = 40 nimmt k(x) ein (relatives und absolutes) Minimum an.
Einsetzen in k(x) ergibt: k(40) =900

Ergebnis: Fiir x = 40 nimmt k(x) das Minimum k(40) =900 an.
Fir 40 ME betragen die Stiickkosten 900 GE pro ME.

Schaubild der Stiickkostenfunktion k: v
Da die Stlickkosten fir kleine und flr sehr 2000 K
grope Produktionsmengen gegen unendlich 1500 \
streben, ist das relative Minimum von k stets
.. OO P e s ]
auch das absolute Minimum von k.
500

Ergebnis: Das Produkt muss mindestens fir
900 GE/ME verkauft werden, um langfristig am 0 010 20 30 %o 50 60X
Markt bestehen zukdnnen.

Erlduterungen:

Die Ausbringungsmenge, bei der die Stiickkosten minimal sind, nennt man Betriebsopti-
mum Xxgg = 40. Setzt man xgg =40 in k(x) ein, so erhdlt man das Minimum der Stiick-
kosten: k(40) = 900 (GE). Diesen Geldwert bezeichnet man als langfristige Preisunter-
grenze (LPU), denn 900 GE pro ME ist der kleinstmdgliche Verkaufspreis, zu dem das
Unternehmen seine Ware verkaufen kann, bei einer verlustfreien Produktion. Bei Produk-
tion und Verkauf von 40 ME sind bei einem Stilickerlds von 900 GE alle Kosten gedeckt,
das Unternehmen macht keinen Verlust und keinen Gewinn.
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Preiselastizitat

Preiselastizitdt der Nachfrage

Bei einer Ware wird Angebot und Nachfrage Gber den Preis reguliert. Eine Preisdanderung hat
eine Mengendnderung zur Folge, welche durch die Nachfragefunktion bestimmt wird.

Die Stdrke der Reaktion bei einem bestimmten Preis wird untersucht.

Die Reaktion der Nachfrage auf Veranderungen des Preises misst man mit dem
Elastizitatskoeffizienten ey. Darunter versteht man die prozentuale (relative) Verdnderung

der Nachfrage bei prozentualen (relativen) Preisanderungen.

. . A
relative Mengenanderung x

Preiselastizitat der Nachfrage e = —-=hve Preisanderung -~ 2D

Beispiele

1) Eine Preiserhdhung fir ein Gut um 1% hat einen Nachfrageriickgang
-5%

a) um 5 % zur Folge. Der Elastizitatskoeffizient hat den Wert ey =—5;~=-5.
Die Nachfrage heift in diesem Fall elastisch, da e <—1.
- 0,
b) um 0,5 % zur Folge. Der Elastizitatskoeffizient hat den Wert e = % =-0,5.

Die Nachfrage reagiert unelastisch, da ey > - 1.
Steigt der Preis des Gutes um ein Prozent, wird die Nachfrage um weniger als ein
Prozent zurlickgehen.
¢) um1% zur Folge. Der Elastizitatskoeffizient hat den Wert ey = 3.0 = 1.
Die Nachfrage reagiert fliefend, da ey =—-1.

Eine Preiserh6hung um 1% bewirkt einen Nachfrageriickgang um 1 %.

2

~

Eine Marktuntersuchung hat ergeben, dass 400 Kunden eine Ware zu 450 € kaufen
wiirden. Bei einem Preis von 300 € wiirden 1150 Kdufer zugreifen.
Fir die Preiselastizitdt der Nachfrage bei einem Preis von 450 € gilt dann fir die

Nachfragemenge x = 450 und Preis p: ey = Aip = % = ?gg =- % : % =-5,625

450 450

Ax  400-1150 -750
P

Interpretation: Die Nachfrage heift (sehr) elastisch, eine 1% ige Preiserh6hung hat einen

5,6 %igen Nachfragerickgang zur Folge.

Beachten Sie

Bei der Preiselastizitdt der Nachfrage gilt:

_PNGO g _ P g . Apy
ey = "% - o0 (wegen en(x) = ——- @ und lim =3 = Pn'(X)
X

Die Funktion ey heipt Elastizitatsfunktion der Nachfrage.

Die Nachfrage heift in xg
elastisch, wenn ey(xp) < — 1, unelastisch, wenn — 1< eyn(xg) <O

und flieBend, wenn en(xg) = — 1.
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Bemerkung: Die Preiselastizitdat der Nachfrage gibt ndaherungsweise an, um wie viel %

sich die Nachfrage bei einer Erh6hung des
um 1% dndert (verringert).

aktuellen Preises p

Da Nachfragefunktionen im Regelfall streng monoton fallend sind, ist die

Preiselastizitat der Nachfrage negativ.
Die Nachfrage x ist vom Preis abhangig.

Beispiel

< Gegeben ist eine Nachfragefunktion py durch p(x) = = 2x + 5300; x € Dgy.

a) Bestimmen Sie die Preiselastizitat e (x) in Abhdngigkeit von der Menge x.

b) Ermitteln Sie die Stelle, flr die die Nachfrage flieBend ist.

Stellen Sie die Funktion ey grafisch dar.

Geben Sie die Bereiche an, in denen die Nachfrage elastisch bzw. unelastisch ist.

P

500 1000 1500 2000 2500

3000 X

Lésung
a) Ableitung: py'(x) = -2
Fir die Preiselastizitat e (x) gilt: y
PN 1 -2x+5300 , _1 0007
en(x) = 7 0T X 2 50001
40007
ey(x) = —2x12300 30001
20001
b) Okonomisch sinnvoller Definitionsbereich: 10007
Bedingung: py(x) =0 X = 2650 00
Dsk = [0; 26501 v
Die Nachfrage ist flieBend, wenn ey(x) =—1. 0
~2x+5300 _ _,
- 2X

L&sung der Gleichung: x =1325.
Die Nachfrage ist fliefend flr x = 1325.

Grafische Darstellung von ey:

Die Nachfrage ist elastisch, wenn e (x) <= 1.
Mithilfe der Zeichnung: 0 < x <1325

Die Nachfrage ist unelastisch, wenn —1<e\(x) < O.
Mithilfe der Zeichnung: 1325 < x < 2650

500 1000 |
ey

elastisch unelastisch

flieend

?

3000 x

Bemerkung: Die Nachfrage ist umso elastischer, je besser sich eine Ware durch eine

andere Ware ersetzen lasst (Beispiel: Miner,

alwasser).

Die Nachfrage ist umso unelastischer, je unentbehrlicher und je schwerer

ersetzbar die Ware ist (Beispiel: wirksames

Medikament).
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Beispiel

2 Die Firma Transi produziert einen neuen MP3-Player. Marktanalysen haben ergeben,
dass die wochentlichen Verkaufszahlen durch folgende Funktion f mit
f(t) =1000te™ Ot t € R}
modellhaft beschrieben werden kdnnen.
(t in Wochen nach Verkaufsbeginn; f(t) in Stlickzahl pro Woche.)
a) Skizzieren Sie das Schaubild der Funktion f.

b) Bestimmen Sie den Zeitpunkt der Markteinflihrung, so dass das Maximum der wo-
chentlichen Verkaufszahlen in die erste Dezemberwoche fallt.
Bestimmen Sie, wie viele Gerdte hdchstens pro Woche verkauft werden.

c) Geben Sie die langfristige Entwicklung der Verkaufszahlen an.

Lésung
a) Schaubild von f y
b) f mit f(t) = 1000te™ Ot 40007
Ableitungen mit der Produktregel und 3000 f
der Kettenregel: 20007
f'(t) =100(10 — t)e~ Ot 00
f/(t) =10(= 20 + t)e” Ot 00 {o zb éo 46 56 t
Maximum der Verkaufszahlen
Bedingung: f'(t) =0 100710 - t)e" 01t = 0
Satz vom Nullprodukt anwenden: 10-t=0
t=10
Nachweis: f7(10) = -100e"'< 0

t =10 ist eine Maximalstelle.

Maximalwert: f10) =104 e~ 1= 3678,8

Die Markteinflihrung sollte 10 Wochen vor der ersten Dezemberwoche stattfinden, also
in der 3. Septemberwoche. Die maximale wdchentliche Verkaufszahl betragt

ca. 3678 Gerate.

C

~

Mithilfe der Abbildung: Langfristig (t — oo) streben die Verkaufszahlen gegen null.
Mdgliche Griinde: Nach der Markteinfiihrung wird die Neuigkeit stark nachgefragt.

Ein anderes Gerat wird spater zum Konkurrenzprodukt und verdrangt den MP3-Player
vom Markt. Zusdtzlich tritt nach einer gewissen Zeit eine Sattigung ein.
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Beispiel

=

2
Die Funktion f mit f(t) = 2te” ®%2%"; 0 <t <15, beschreibt ndherungsweise die Sauer-
stoffproduktion einer Pflanze in m> pro Stunde (m3/h).
Dabei ist t die Zeit in Stunden nach Sonnenaufgang,

a) Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von f im Sachzusammenhang.
b) Bestimmen Sie den Zeitpunkt, in dem die Sauerstoffproduktion am starksten abnimmt.
c) Ermitteln Sie den Zeitraum, in dem mindestens 4 m? Sauerstoff pro Stunde produziert

werden
Lésung o
a) Die Sauerstoffproduktion beginnt bei ymﬁ

Sonnenaufgang (t = 0) und ,endet” beit =15 67

(z. B. Sonnenuntergang).

Die grofite Menge an Sauerstoff von etwa 4T f

6m’ pro Stunde wird nach 5 Stunden (t =5) ,|

produziert, danach nimmt die Sauerstoff-

produktion ab und strebt gegen Null. 00 2 A 6 g 16 ]:2 1:; tinh

_ 2

b) f mit f(t) = 2te” %%

Ableitungen mit der Produktregel und der Kettenregel:

2 2

f/(t) = 2e” 90%(= 0,04t% + 1); f "(t) = 2¢” 992" (0,0016t> - 0,12t)

Die Sauerstoffproduktion nimmt am starksten ab in der Wendestelle.

Bedingung: f"(t) =0 0,0016t> - 012t = 0

t;=0;t,~ 8,66
In t; = 0 nimmt die Sauerstoffproduktion am stérksten zu: f '(0) =2 > 0.
Int,= 8,66 nimmt die Sauerstoffproduktion am stérksten ab: f '(8,66) = - 0,89 < 0.
3

Die starkste Abnahme der momentanen Sauerstoffproduktion betrdgt 0,89 mT pro h.

¢) Bedingung: f(t) >4

Lésung der Gleichung f(t) = 4: 2te™ 002 - 4

Mit GTR/CAS: t,~2,2t,~85

Im Zeitraum von etwa ym%a

2,2 Stunden bis 8,5 Stunden

nach Sonnenaufgang werden ¢

mehr als 4 m* Sauerstoff pro Stunde 4 y4

produziert. ) :
0

0 2 4 6 8 10 12 14 tinh
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2 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

Stammfunktion

Beispiel

2 Gegeben ist eine Funktion f mit f(x) = x2. Bestimmen Sie den Funktionsterm einer
Funktion F, fUr die gilt: F'(x) = f(x).

Lésung

F'(x) = f(x) entsteht durch Ableiten von F, F entsteht durch Aufleiten von f.

Aufleiten ergibt

oder

Fo0 =153

FOO=1x3+1 oder

FO=1x3-5

Fir beliebig viele Funktionen F, die sich nur um eine additive Konstante unterscheiden, gilt:

F'(x) = x2.

Festlegung: Eine ableitbare (differenzierbare) Funktion F heit Stammfunktion der
Funktion f, wenn gilt: F'(x) = f(x)

Bestimmung von Stammfunktionen

Beispiele
f(x) F(x) Probe durch Ableiten: F'(x)
X %xz -3 X
¥ %x“ +1 ¥
XN ﬁx“*”c X% n#-1
3x 3 %xz =5x2 3x
ax" a ﬁx“*uc axm n#-1
2x-5 x-5x-4 2x-5
e e e
e3x %93’( e3x
ekx %ekx okx
x4 %82x—4 -4
e +h ¥ az0 ol
3e5(-2 %e5x -2 3e5(-2
Tt ~3+4x-5 %eﬁx‘3+2x2—5x Teb~3+4x-5




Stammfunktion und unbestimmtes Integral 101

Bemerkung: Ist F eine Stammfunktion von f, so ist auch F* mit F*(x) = F(x) + ¢
fir jedes ce R eine Stammfunktion von f.

X3
6x 3x2< Xi+5
x3-12
eine Ableitung viele Stammfunktionen

Stammfunktion bilden (aufleiten)

7 A
\

differenzieren (ableiten)

f(x) F )

Aufgaben

1 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f. Machen Sie die Probe.

a) f0=6 b) f(X)=7x+8 ©) f(0=4-3x+3x2

d) f(x)=-2x3+5x e) f(x)=3x4-x2—1 f) f(x)=%x3—2x2
=1-242 = —7(x-x2 i —x_x

9) fo=1-3x h) f(x) = =7(x = x2) D fx=5-3

pof0=3x-3x4 K) fO0 = 40x4 = X) D f00=-75x3 - 5x

2 Fist eine Stammfunktion von f. Bestimmen Sie F (x).

a) f(x):%x3—%x2 b)f(x):;—2x4+%x3—3 c) f(x):—7x3+%x2
d) f)=x=-2)(x+3) e) f(x)=x2(4x-3) f) f(x):1—4x+%x2+x3
9 0= -504+6x2-3)  hf=axd+bxd+cx ) f0=304- 3%
D0 = Ix-3er K) F(X) = 5(e* + 3) ) f(x)=e-eX+ex

3 Ermitteln Sie F ().

a) f(0=4e2+1 b) f(x) = —2e4x - 2 0) f(0=-Je 1

d) f(x) = ~2e02 &) f(x) = de=5x f f00=3e

9 f(0=-5e5x-x h) F(0 = 3x - 3ex~4 ) 00 =521 +3)
B fx)=e-eM+e k) f(x) = eX(eX+3)  f(x)=1+e-x-2el*x
4 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f;.

a) fi(x)=tex+5 b) fi(x) =7ex"t-3x c) fr(x) =t (-1

d) fi(x)=eX+3-x3+8x;t£0 e) fi(x)=(t+1)eH f) fr(x) = (@e*-3)e*-1;t#£0



