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Vorwort

Vorbemerkungen

Der vorliegende Band ,,Mathematisches Grundgerdst - Ein Mathematikbuch fir die Eingangs-
klasse" ist ein Lehrbuch flr alle beruflichen Gymnasien in Baden-Wirttemberg, die zum Abi-

tur fihren. Das Lehrbuch richtet sich exakt nach dem neuen Bildungsplan fir die gymnasiale
Oberstufe, Mathematik, in Baden-Wirttemberg, der zum 01.08.2021 in Kraft tritt.

Dabei bertcksichtigt das Autorenteam sowohl die im Lehrplan geforderten inhalts- als auch
die prozessbezogenen Kompetenzen K1 bis K6 (modellieren, Werkzeuge und mathematische
Darstellungen nutzen, kommunizieren, innermathematische Probleme I&sen, Umgang mit
formalen und symbolischen Elementen, argumentieren).

Von den Autoren wurde bewusst darauf geachtet, dass die im Bildungsplan aufgefiihrten
Kompetenzen und Zielformulierungen inhaltlich vollstandig und umfassend thematisiert
werden. Dabei bleibt den Lehrkraften geniigend didaktischer Freiraum, eigene Schwerpunkte
zu setzen.

Hinweise und Anregungen, die zur Verbesserung beitragen, werden dankbar aufgegriffen.

Die Verfasser

Der Aufbau dieses Buches

Der Stoff in den einzelnen Kapiteln wird
schrittweise anhand von Musterbeispielen
mit ausfiihrlichen Lésungen erarbeitet.
Dabei legen die Autoren gropen Wert auf

Lésung

die Verknlpfung von Anschaulichkeit und " e e
sachgerechter mathematischer Darstellung. — : ,
Die iibersichtliche Prasentation und die . : rodot
methodische Aufarbeitung beeinflusst den qu :b
Lernerfolg positiv und bietet dem Schiiler Beispil 2

die Mdglichkeit, Unterrichtsinhalte selbst- : men e i Stiung v  us g oordatn
standig zu erschliefen bzw. sich anzueignen. ‘



6 Vorwort

Jede Lerneinheit schlieft mit einer ausrei-
chenden Anzahl von Aufgaben ab. Diese sind
zur Ergebnissicherung und Ubung gedacht,
aber auch als Hausaufgaben geeignet.
Kompetenzorientierte Aufgaben mit unter-
schiedlichem Schwierigkeitsgrad ermdégli-
chen es dem Schiiler, den Stoff zu festigen
und zu vertiefen. Beispiele und Aufgaben
aus dem Alltag und aus der Wirtschaft
stellen einen praktischen Bezug her.

Eine Differenzierung der Aufgaben ist
durch Farben gegeben:

griin: L&sung ohne Hilfsmittel

blau: keine Vorgabe zur Losung

Definitionen, Festlegungen, Merksatze und
mathematisch wichtige Grundlagen sind in
Rot gekennzeichnet.

Die Aufgaben ,, Test zur Uberpriifung Ihrer
Grundkenntnisse” sind zur Ergebnissiche-
rung und Ubung gedacht, aber auch als
Hausaufgaben geeignet. Sie werden im
Anhang ausflhrlich gelost.

Die Heftklammer im Lehrbuch mit Seiten-
angabe weist auf einen entsprechenden
Abschnitt im Kapitel Grundwissen hin.

Fir Aufgaben mit dem Download-Logo
stehen ausfiihrliche Lésungen zum Download
bereit. Sie finden diese im Downloadbereich
zum Buch auf unserer Webseite

https://www. merkur-verlag.de.

Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen
wird durch den sinnvollen Einsatz digitaler Ma-
thematikwerkzeuge unterstitzt. Im Buch wird
Geogebra in vielfaltiger Weise, zur Erarbeitung
von mathematischen Inhalten und zur Losung
von Aufgaben eingesetzt.

Videos dienen der Veranschaulichung von Pro-
blemen und Erlduterung von Lésungswegen.
Sie unterstiitzen die Lernenden beim Entde-
cken mathematischer Zusammenhange.

Aufgaben

1 Gegeben st die Funktion 1. Zeichnen Sie das zugehsrige Schaubild
Bestimmen Sie f(~1,5) und einen x-Wert far f(x

) = 1. Geben Sie den Wertebereich von f an
3 foo=tx+1 b f(0=6-2x

O f(x=025x 9 f0=4-x2

2. Stelln e folgende Zuordnungen grafisch o
SO fes L Ll o o B fas] o fes s |
2To ]

vl 2 [ <]z =s]3

3 Driicken Sie die Zuordnung als Wertetabelle aus.

Symmetrie zum Ursprung
Kommen im Funktionsterm nur ungerade Exponenten von x vor, dann ist gas Schau:
bild symmetrisch zum Ursprun
F(=x) = =40, ist erful

Beispiele: () =ax; f(x) = ax®

9. Die Bedingung fiir Punktsymmetrie zu 0(0]0),
+EX 100 =ax5 +bx3 + cx
Symmetrie zur y-Achse

Kommen im Funktionsterm nur gerade Exponenten von x vor, dann st das Schaubild
symmetrisch zur y-Achse.

Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1 Gegeben ist die Polynomfunktion f mit Schaubild K.
Bestimmen Sie el Eigenschatten von K ous dem Funktionsterm
a) f)=05(x-4)2 -3
b 100 = 2xx- 1+ 4
O tw=xtedarz
2 Untesuchen e die Funkton { it 1) = s+ i - s 5

R, auf Nullstellen,
Skizzieren Sie den Graphen von .

8 Bestimmen Sie die Ldsungsmenge (x ¢ ),
a) 20x-3(5x+7)=-2(3-x

© (X=3)(@-0=2-(x+5)x-1

b) 5x=(8+9x) =12

O dxedexes

0 ~d@x-ne1-8

Ermitteln Sie m,
7 Fur einen Betrieb lasst sich der Gewinn durch eine lineare Funktion beschreiben.
Bel einer Produktion von 2ME betrégt der Gewinn 350 GE

Die Gewinnzunahme pro ME betragt 275 GE. Bestimmen Sie die lineare Gewinnfunktion,
Fur welche Produktionsmenge betrdat der Gewinn 1075 GE?

11 Einfiihrung in Funktionen

Das rechtwinklige Koordinatensystem
Durch das rechtwinklige Koordinatensystem lassen
Zur Festlegung eines Punktes in der Ebene brauc
y-Koordinate (Ordinate).

sich Punkte in der Ebene eindeutiq festiegen,
ht man die x-Koordinate (Abszisse) und die

4

Kist das Schaubild der linearen Funktion f mit f(x) = ~2x
G st das Schaubild einer zweiten Funktion
den Punkt P(~2[5,5).

) Berechnen Sie die Koordinaten der Schnitt;
b) Bestimmen Sie den Funktionsterm g(x).

©) Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes von K und G,
@ In welchem Bereich veriauft K oberhalb von G2

9.6 steht senkrecht auf K und verlauft durch

punkte von K mit den Koordinatenachsen,

3 Die Gerade g in Abbidung 1 hot e \'t
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| Funktionen

1 Vertiefung der Mathematik aus der Sekundarstufe 1

In Natur und Alltag hangt eine Gréf3e sehr oft von einer anderen Gréf3e ab, z.B. Preis und
Menge, Temperatur und Zeitpunkt, Weg und Zeit, Bremsweg und Geschwindigkeit, Zinsen und
Zeit. In vielen Fallen lassen sich die Zusammenhdnge und Abhangigkeiten mithilfe von Funkti-
onen mathematisch erfassen.

Qualifikationen & Kompetenzen

e Funktionale Zusammenhange erkennen und
darstellen
e Lineare Funktionen beschreiben, darstellen und deuten

mvurl.de/vajt e Lineare Ungleichungen geometrisch deuten und I&sen
e Lagebeziehung zweier Geraden untersuchen
e Realitatsbezogene Zusammenhdnge darstellen


https://mvurl.de/vajt

Beispiel

Klimaverdanderung in der Arktis

Meereseisausdehnung

Januar-Mittel der Meereis-Ausdehnung in der Arktis von 1979-2020

meereisportal.de
seaiceporta.de
16r
15F
e T
o 4r
=
Br
]Z- a 1
A TR R SR SRS SN SR S |
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
Trendgerade
Januar-Mittel der Meereis-Ausdehnung in der Arktis von 1979-2020
| erermena
6r
15
e T
o 4r
=
Br
2r —_
P TR I S RS S SN R S i M|
1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020

Im Diagramm ist das Januar-Mittel
der Meereseis-Ausdehnung in der
Arktis von 1979 bis 2020 darge-
stellt. Fur jedes Jahr ldsst sich die
Ausdehnung ablesen.

Der Trend kann mithilfe einer Gera-
den dargestellt werden. Diese Gera-
de wird durch eine lineare Funktion
beschrieben.



12 | Funktionen

11

EinfUhrung in Funktionen

O!}% 1.1 Das rechtwinklige Koordinatensystem
B

mvurl.de/tzow

Durch das rechtwinklige Koordinatensystem lassen sich Punkte in der Ebene eindeutig festlegen.

Zur Festlegung eines Punktes in der Ebene braucht man die x-Koordinate (Abszisse) und die

y-Koordinate (Ordinate).

y- A y-Achse
II. Quadrant B-2|3)
PixIy) @ ——tm 3l I. Quadrant
mitx <Oundy >0 i P(X|y)
ul mitx >0undy >0
i AR5|1)
— T *
X-Achse
} } t } } f————
-3 -2 A 1 ? 3 X
| 1 |
L - ;
C(=3]-15) S I ‘
1l Quadrant D(2| -2) IV. Quadrant
PCx|y) 3l POcTY)
mitx <0undy <0 mitx >0undy <0

Der Punkt A(2,5|1) hat die x-Koordinate x =2,5 und die y-Koordinate y =1.
Das Koordinatensystem (Achsenkreuz) unterteilt die Ebene in 4 Felder (Quadranten).

Bemerkung: Ein Punkt P(x|y) liegt oberhalb der x-Achse, wenn y > O.
Ein Punkt P(x|y) liegt unterhalb der x-Achse, wenn y < O.

Beispiel

2 Kennzeichnen Sie im Koordinatensystem alle Punkte, deren Koordinaten die folgende

Bedingung erfillen.

b) y>Ound y=x+1

a) x=2
Lésung
21 P2 |2)
iy P21
-1 1 3 4 X
-H P2 | -1)



https://mvurl.de/tzow
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Vertiefung der Mathematik aus der Sekundarstufe 1

Aufgaben

a)
b)

a)

b)

c)

a)
b)

a)

Gegeben sind die Punkte A;(-1|3), A>(0]1,25), A3(2,5]4,8), A4(-4,5]|0) und As(=7|-10).
Wo liegen diese Punkte im Koordinatensystem?

Zeichnen Sie folgende Punkte in ein geeignetes Koordinatensystem ein.
Es gibt einen Zusammenhang von x- und y-Koordinate.

Stellen Sie hierfir einen Term auf und geben Sie drei weitere Punkte an.
A(41); B(10]4); C(2]0); D(8]3); E(1|-0,5)

A(401220); B(100|250); C(200|300); D(80]240)

Ergdnzen Sie die Koordinaten der Punkte A(...|- 3), B(—=1]..) und C(- 4,25]...) so, dass
diese Punkte im 3. Quadranten liegen.

Welche Eigenschaften haben alle Punkte im 1. Quadranten?

Welche Eigenschaften haben alle Punkte auf der positiven x-Achse?

Flr welche Werte von t € R liegt der Punkt P;(t + 5|2t - 6) unterhalb der x-Achse?
Fur welche Werte von t € R liegt der Punkt Q;(t =18 — 2t) im 1. Quadranten?

Gegeben ist die Punktmenge A = {(1|3); (2‘%) 3|, (4‘%); }
Geben Sie drei weitere Elemente von A an. Tragen Sie die Punkte in ein Achsenkreuz ein.
Beschreiben Sie den Zusammenhang von x- und y-Koordinate.

Gegeben ist der Punkt P(t| £ +3) mitt € R.

Wahlen Sie flr t einige Werte und tragen Sie die zugehdrigen Punkte in ein Koordinaten-
system ein. Wie liegen die Punkte im Koordinatensystem?

Fir welche t-Werte qilt: x-Koordinate ist gleich y-Koordinate?

Beschreiben Sie die rot gekennzeichnete Strecke bzw. Flache.

y b) y
37 3t
27 2

13



2 Potenzfunktionen

In der Geometrie und der Physik kommen Formeln der unterschiedlichsten Art vor.
In einigen Féllen z. B. V = a3 bzw. s = %at2 treten Potenzen auf, die zugehdérigen Funktionen
heifen Potenzfunktionen.

Qualifikationen & Kompetenzen

Potenzfunktionen beschreiben, darstellen und deuten
Schaubilder untersuchen

Transformationen durchfiihren

Potenzgleichungen I6sen

Realitdtsbezogene Zusammenhdnge darstellen

E .t!:..n.' [

mvurl.de/ka44



https://mvurl.de/ka44

Beispiel 1

Windrad Leistung eines Windrades

ALeistung in kW y=x3

10T

8

64

44

24
0 1 2 3

Windgeschwindigkeit in m/s

In dem Diagramm ist die Leistung des Windrades in Ab-
hdngigkeit von der Windgeschwindigkeit aufgetragen. Eine
Verdoppelung der Windgeschwindigkeit fihrt zu einer
Verachtfachung (23) der Leistung.

Beispiel 2

Sektglas Randkurve

Ayincm

S 2 4 6 8 | xincm

Die blau hinterlegte Fldche rotiert um die x-Achse und
beschreibt dadurch einen Rotationsk&rper. Mithilfe der
Randkurve kann dessen Volumeninhalt berechnet werden.



44 | Funktionen

O% 2.1 Definition und Eigenschaften
[Of%

mvurl.de/ubmw

Eine Funktion f mit f(x) = x; x € D; r € Q*, ist eine Potenzfunktion.

Q* ist die Menge aller Bruchzahlen ohne Null.

fmitf(x) =x";, xeR; ne N*
Beispiele
Hochzahl ungerade

E_ e
mvurl.de/w5q8

_NY W B <
=]
"

_].
-2+
-3+

Eigenschaften

* Globales Verhalten
Fir x — oo gilt: f(x) — oo
Flr x — — oo gilt: f(x) — — oo
Das Schaubild verlauft vom
[l in den I. Quadranten.

* Wertebereich
W =R (f(x) € R)

» Symmetrie

i 211 Potenzfunktionen mit natiirlicher Hochzahl

Hochzahl gerade

Fir x — oo gilt: f(x) — oo
Flr x — — oo gilt: f(x) — o0
Das Schaubild verlauft vom
Il in den I. Quadranten.

W =R, (f(x) > 0)

Das Schaubild ist symmetrisch zum Ursprung.Das Schaubild ist symmetrisch zur y-Achse.

Z.B. f(=1 =-1(1)
allgemein: f(= x) = = f(x)
« Stetigkeit

Z.B.: f(=1 =11
allgemein: f(- x) = f(x)

Das Zeichnen des Graphen von f ist ohne Absetzen des Stifts mdglich.

Man sagt, f ist stetig auf D = R.

Aufgaben

1 Zeichnen Sie die Funktionsgraphen von f und g mit f(x) = x5 und g(x) = x®.

Geben Sie Eigenschaften dieser Graphen an.

/ 2 Gegebenist die Funktion f mit f(x) = x";, x € R; n € N*.
Bestimmen Sie die Hochzahl n, sodass der Punkt auf dem Schaubild von f liegt.

Seite 216

a) P(0,5]0,25)

b) P(-2]16)

c) P(-3|-27)


https://mvurl.de/ubmw
https://mvurl.de/1pg7
https://mvurl.de/w5q8

Potenzfunktionen 45

2.1.2 Potenzfunktionen mit negativer ganzer Hochzahl

o
fmit f(x)=x " xeR* neN* mﬁg

P mvurl.de/snb3
Beispiel

A . -1 * E‘,K-E-l!
fmitf(x)=x" xeR 7 O%

Mit x~1= % erhalt man

Seite 216 1 41 mvurl.de/zj5m
die Darstellung: f(x) = ¢ 3
Erlduterung zum Definitionsbereich D 27
1 i o waagrechte Asymptote: |

Der Bruch 5 ist fir x = O nicht definiert, y=0 1
der Nenner darf nicht null sein. ' ! ]' 2 3 4 X
x1 = 0 ist eine Definitionslicke. 1 senkrechte Asymptote:
Maximaler Definitionsbereich: D = R\{0} = R* x=0
Hinweis: Das Schaubild von f heit Hyperbel.
Wertetabelle

K | —o| 0| -5 | <1]-01] =0 x o Jo|1]s5 0]

v | 0 | -0 |02 1] 0] y Joo— || 1]oz2]or] =0

Eigenschaften

+ Globales Verhalten
Verhalten der Funktionswerte fir x — oo bzw. fir x — — oo (d. h. x — £ o0)
Aus der Wertetabelle: Streben die x-Werte gegen + o bzw. gegen — o, streben die
f(x)-Werte gegen null. Der Graph von f ndhert sich in beiden Fallen der x-Achse an.
Die x-Achse ist Naherungsgerade mit der Gleichungy = 0.
Man nennt diese Ndherungsgerade waagrechte Asymptote.
Schreibweise: f(x) =+ — O firx — o bzw. lim +=0

X—00

Verhalten bei Anndherung an die Definitionsliicke

Verhalten der Funktionswerte flir x — O (Definitionsliicke)

Aus der Wertetabelle: Streben die x-Werte gegen null, streben die f(x)-Werte fir x > 0
gegen + o, flir x < 0 gegen — oo.

Der Graph von f ndhert sich in beiden Fallen immer mehr der y-Achse an.

Die y-Achse ist Naherungsgerade mit der Gleichung x = O.

Man nennt diese Ndherungsgerade senkrechte Asymptote.

Eine Definitionsliicke mit den beschriebenen Eigenschaften der f(x)-Werte nennt
man eine Polstelle. x; = 0 ist eine Polstelle.
* Wertebereich
W = R* (f(x) # 0)
* Symmetrie
Das Schaubild ist symmetrisch zum Ursprung, wegen f(- x) = _LX == % == f(x).

Aufgaben

1 Gegeben ist eine Funktion f mit f(x) = x~2; x € R*. K ist das Schaubild von f.
Zeichnen Sie K. Geben Sie den Wertebereich von f an. Nennen Sie Eigenschaften von K.


https://mvurl.de/snb3
https://mvurl.de/zj5m

3 Polynomfunktionen

Phanomene in Natur, Technik und Wirtschaft lassen sich oft durch Polynomfunktionen modellie-
ren. Das Profil der Skisprungschanze ldsst sich ndherungsweise durch den Graphen einer Poly-
nomfunktion darstellen. Durch eine mathematische Beschreibung sind weitere Untersuchungen
und damit ein tieferes Verstdandnis mdglich.

Qualifikationen & Kompetenzen

* Polynomfunktionen beschreiben, darstellen und deuten

* Funktionsterm einer Polynomfunktion aus
Bedingungen ermitteln

* Polynomgleichungen 16sen und grafisch deuten

* Realitatsbezogene Zusammenhange darstellen

mvurl.de/1ftc


https://mvurl.de/1ftc

Beispiel 1
Medizintechnik

Beispiel 2
Achterbahn

Kostenverlauf

A Gesamtkosten in GE

/

Gesamtkostenkurve

xin ME
Die Gesamtkosten in Geldeinheiten (GE)
fr die Produktion medizinischer Gerate in

Mengeneinheiten (ME) werden durch eine
Polynomfunktion modelliert.

Hohenprofil

A Hoheinm

/'—\

xinm

Teile der Achterbahn lassen sich als Graph
einer Polynomfunktion darstellen.
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3.1 Definition einer Polynomfunktion

Allgemeine Form

[E]5 i ..
O % Beispiel

&
mvurl.de/h8vl

< Der Graph der Funktion f mit f(x) =x3-4x-2; x€ R,

beschreibt modellhaft das Profil eines Kanals

(=1,6 <x <2,2) sowie die links angrenzende

Uferbdschung mit Erhebung (1LE =1m).

Die x-Achse befindet sich auf der H6he der
Kanalwasseroberflache (siehe Abb.).

Der Punkt H hat die Koordinaten xy=-115 und yy=1,08.
Interpretieren Sie H im Sachzusammenhang.

Bestimmen Sie die grofte Tiefe des Kanals auf eine Dezimale gerundet.

L6ésung

H(=115]1,08) ist der héchste Punkt der Uferbéschung,

1,08 ist der grofte Funktionswert auf dem Bereich —-1,6 <x<2,2.
Eine Wertetabelle fir 1 < x <1,5 liefert:

f(1,2) = - 5,072 als kleinsten Wert.

Die gréfite Tiefe des Kanals betragt etwa 5,1 m.

Die Abbildungen zeigen Graphen von Polynomfunktionen fir x € R.

a) f(x) = 2x2 — 3x

b) f(x) = = 3(x3+x2 = x = 1)

y
2

2. Grades

y
3

2

3. Grades

o f(x) = %x“ - x2

<<

4. Grades

Eine Polynomfunktion f n-ten Grades ist gegeben durch
f(X)=anx"+apx" "1+ .. +a;x+ag xR a,#0.

an, .., Ao heifen Koeffizienten; ay, ..., ag € R

Der maximale Definitionsbereich von fist D = R.
Polynomfunktionen sind stetig auf R.

anX"+anx" "1+ .. +a;x+ag istein Polynom n-ten Grades.

Hinweis: Polynomfunktionen werden auch als ganzrationale Funktionen bezeichnet.


https://mvurl.de/h8vl
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Beispiele von Polynomfunktionen in allgemeiner Form

fmitf(x)=4-3x Lineare Funktion, Polynomfunktion 1. Grades
fmit f(x) =2x2—x +1 Quadratische Funktion, Polynomfunktion 2. Grades
fmit f(x) = x3+2x2-4x -5  Polynomfunktion 3. Grades

fmitf(x) = x5+ x2-4 Polynomfunktion 5. Grades

Hinweis: f mit f(x) =% ist keine Polynomfunktion.

Scheitelform einer Parabelgleichung

Beispiel

2 Der Graph der Funktion f mit f(x) = %(x -3)2+1,xeR,ist eine Parabel.
Zeichnen Sie den Graphen von f.
Welche Informationen beinhaltet der Funktionsterm?

Lésung

y=2(x-3)2+1 ist die Scheitelform
einer Parabelgleichung.

Die Parabel ist nach oben ged&ffnet

‘.A)-PC{'|~<

(positiver Faktor % vor x2)
S(3 | 1) ist der Scheitel der Parabel, 2
S ist der tiefste Punkt der Parabel, 1 S
1ist der kleinste Funktionswert auf R.
x = 3 ist Symmetrieachse.

Der Graph von f entsteht aus der Normalparabel (y = x2) durch
Streckung in y-Richtung mit Faktor %,

Verschiebung um 3 nach rechts

und Verschiebung um 1 nach oben.

Ausmultiplizieren ergibt die allgemeine Form: f(x) = %(x2 -6x+9)+1

f(x) = 3% - 3x + 5,5

Die Form y = a(x — xs)? + ys heift Scheitelform der Parabelgleichung.

Der Scheitel der Parabel ist S (xs | ys).

Die allgemeine Form der Parabelgleichung lautet y =ax2+bx +c; a#0.

Die zugehdrige Funktion ist eine Polynomfunktion 2. Grades (quadratische Funktion).

Hinweis: Der Scheitelpunkt ist der hochste bzw. der tiefste Punkt einer Parabel.
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Produktform

Beispiel 1

2 Bestimmen Sie die Nullstellen von f mit f(x)= (x + 2)(x — 3); x€ R.
Skizzieren Sie den Graphen von f. Geben Sie die allgemeine Form an.

L6ésung
Bedingung fir die Nullstellen: f(x) =0
x+2)x-3)=0

u=0oderv=0
Satz vom Nullprodukt

Satz vom Nullprodukt: x+2=0o0derx-3=0
x=—-2 oderx=3 /
Nullstellen von f: X1=—2;%X2=3 -
12
Hinweis: (x + 2) und (x — 3) sind Linearfaktoren.
Ausmultiplizieren: f(x) = (x + 2)(x = 3)
f(x) =x2+2x-3x -6
Allgemeine Form: fx)=x2-x-6
Beispiel 2
2 Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion »
fmit f(x) = 3(x = 3)(x +1), x € R,
Uberpriifen Sie die Nullstellen durch Berechnung.
Geben Sie die allgemeine Form an.
Lésung
Der Graph von f schneidet die x-Achse in —1, 0, 3.
f(x) =0 Sx=3)x+N=0
Satz vom Nullprodukt: %=Ooderx—3 =0oder x+1=0
Ldsungen (Nullstellen von f): X1=0; X2 =3; x3= -1
Ausmultiplizieren ergibt: f(x) = %(x2 -2x-3)= %x3 - x2- %x Allgemeine Form

Satz vom Nullprodukt
Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist.

Beispiel 3

2 Eine Polynomfunktion 3. Grades hat die drei Nullstellen x;=—1; x5 =1; x3 = 4.
Geben Sie einen méglichen Funktionsterm auch in der allgemeinen Form an.

Lésung

Jede Nullstelle entspricht einem Linearfaktor: f(x) = (x + H(x = )(x — 4)
Ausmultiplizieren: f(x) = (x2 = 1)(x = 4) = x3 - 4x2 - x+ 4  Allgemeine Form
oderauchf(x) =2 - (x+NDx-NH(x—4)= 2x3-8x2-2x + 8
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Aufgaben

1 Entscheiden Sie: Liegt eine Polynomfunktion vor?
Wenn ja, geben Sie den Grad und die Koeffizienten an.

a) fo=-33-x+4 b) f(x)=%(x—1) c) f(x):—%(x+3)(x—1)
d) F=xt-x3+3 e) f(x)=3+(x-1)2 N f0=toe+20e-1
9 f0=x-% h fx)=x"1-4 D f0=gvx+2

2 Gegeben ist die Polynomfunktion f mit f(x) = %(x +2)x—-3)x-1);xeR.

Geben Sie die Nullstellen von f an. Wie lautet f(x) in allgemeiner Form?

3 Eine Polynomfunktion f 4. Grades hat die 4 Nullstellen &1 und =+ 2.
Geben Sie einen moglichen Funktionsterm an.

4 Ordnen Sie jeder Abbildung einen Funktionsterm zu. Begrtinden Sie lhre Zuordnung
mithilfe des Funktionsterms.
4
fOO==(x=102+2,g(x) =-05xx = Nx+1), h(x) = %X(x #3)(x =1, k(X = 5

y y
3 K] KZ 3
2 2
/N |
4 f3 2 1 12 3 X 4 32 A N2 3 X
-1 -1
-2 -2
-3 -3
YA y
3 3 K,
1 1
1 2\3 x 4 3 2 A 12 3 X
-1
-2
-3
5 Die Abbildung zeigt den Graphen einer quadratischen
Funktion. Bestimmen Sie den Funktionsterm in 4
Scheitelform, in Produktform und in der allgemeinen 3
Form. Geben Sie die Symmetrieachse an.
1
32 12 X
-1
-2
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3.4 Aufstellen von Funktionstermen

Beispiel 1

< Der Graph einer quadratischen Funktion f ist symmetrisch zur y-Achse und geht durch
die Punkte P(O| =5) und Q(=1| =2). Bestimmen Sie f (x).

Lésung
Ansatz wegen Symmetrie zur y-Achse: f(x)=ax2+c
Punktprobe mit P: f(0) = -5 c=-5
Punktprobe mit Q in f(x) = ax2 - 5: a(-12-5=-2
Auflésung ergibt: a=3
Funktionsterm: f(x)=3x2-5
.. y
Beispiel 2 12
< Die Abbildung zeigt eine Parabel. 9
Bestimmen Sie die Parabelgleichung. 6
3
r \\\Ji_,i//l/ 5 X
)
L6ésung
Ablesen: Die Parabel verlauft durch die Punkte A(0|3), B(2|-3), C(=1|9).
Mit A (0| 3) ergibt sich der Ansatz: f(x)=ax2+bx+3
Punktprobe mit B(2 |- 3) heipt Einsetzen von x=2 und y = -3
in die Parabelgleichungy = ax2 + bx + 3: a-22+b-2+3=-3
Punktprobe mit C(-1]9): a(-12+b-(-1+3=9

Ubersichtliche Darstellung in Form einer Tabelle:

Punkt | Bedingung | Gleichung

B(2[|-3) f(2)=-3 4a+2b+3=-3
C(-1]9) f(-1=9 a-b+3=9

g Vereinfachung ergibt ein (2;2)-LGS: 4a+2b=-6
a- b=6 [-2
1 Additionsverfahren: 4a+2b=-6
2a-2b=12 :|+
Addition: 6a =6
a=1
Einsetzenvon a=1inz.B. a—-b=6: 1-b=6
b=-5

Parabelgleichung: y=x2-5x+3



102 | Funktionen
Beispiel 3

2 Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades ist symmetrisch zum Ursprung und ver-
[duft durch A(-=2|-8) und B(1|2,5). Bestimmen Sie den Funktionsterm.

L6ésung

Wegen der gegebenen Punktsymmetrie wahit man den Ansatz f(x) = ax3 +cx.

Lineares Gleichungssystem fir a, ¢ Punkt ‘ Bedingung ‘ Gleichung
A(-2|-8) | f(-2)=-8

-8a-2c=-8
a+c=25 :I 8
Das lineare Gleichungssystem I6st man mit dem Additionsverfahren: 6c¢c =12 ergibt c =2

Einsetzenin a+c¢=2,5 ergibt: a=0,5
und damit den gesuchten Funktionsterm: f(x) =0,5x3 +2x

B(1]2,5) f(H=25

Beispiel 4

2 Das Schaubild K einer Polynomfunktion f 4. Grades der Form f(x) = x4 + bx3 + cx2 + 1
verlduft durch die Punkte A (1| 0) und B(=1]|2).
Bestimmen Sie b, c und den Funktionsterm.

Lésung
Ansatz fiir den Funktionsterm: f(x) = x4+ bx3+cx2+1
Punktprobe mit B(1]0): f(1)=0 1+b+c+1=0
mit C(=1]2): f(-1)=2 1-b+c+1=2
Vereinfachung ergibt ein LGS fir b und c: b+c=-2
-b+c=0
Auflésung durch Addition: 2c=-2
c=-1
Einsetzenvon c=-1inz.B. b+c=-2 ergibt b=-1

Gesuchter Funktionsterm: f(x) = x4 - x3-x2+1

Beispiel 5

2 Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades schneidet die x-Achse in =3, —=1und 1und
die y-Achse in —2. Bestimmen Sie den zugehorigen Funktionsterm f (x).

Lésung

Da alle drei Nullstellen von f bekannt sind, X1==3, X2=-1, x3=1
wahlt man die Produktform als Ansatz: f)=ax+3)xX+Hx-1)
Punktprobe mit P(0|-2)

f(0)=-2 -2=a3-1:(-1)

ergibt a: a= %

Gesuchter Funktionsterm: f(x) = %(x +3)X+DKX-1)
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Beispiel 6

2 Die Wertetabelle gehért zur Funktion f mit
f(x) = a(x — x;)(x — x»)2. Ermitteln Sie a, X
und x,. Geben Sie den Funktionsterm f(x) an.

L6ésung
Aus der Wertetabelle: x; = —1ist einfache Nullstelle;
X, = 2 ist doppelte Nullstelle (ochne VZW)

Punktprobe mit P(0|8) (f(0) = 8) ergibt a: 8=a1(-2)2 a=2
Gesuchter Funktionsterm: fX)=2x+N(x-2)2
Beispiel 7

2 Der Graph einer Polynomfunktion 4. Grades verlduft symmetrisch zur y-Achse und

durch die Punkte A(0[4), B(2|2) und C[1|2).
Bestimmen Sie einen zugehdrigen Funktionsterm.

L6ésung

Wegen der gegebenen Symmetrie zur y-Achse gilt f(x) = ax4 + cx2+e (b=0und d = 0).

Im Funktionsterm kommen nur gerade Hochzahlen von x vor.
Mit A (O | 4) ergibt sich als Ansatz die vereinfachte Form f (x) = ax4 + cx2 + 4.
Punktprobe mit den Punkten B und C ergibt ein LGS fir die Unbekannten a und c.

Punkt ‘ Bedingung ‘ Gleichung (2; 2)-LGS:
B2l | f@=2 |leatacra=2 10374c=72 i
25 25 25 at c=-g <4
c(i|) [tm=2 |a+c+a=2
Addition ergibt: 12a=3 a=1
: 2 8
. . 7 . 1 7
Einsetzen in atc=-g ergibt: gtc=-g c=-1
Funktionsterm: f(x) = %x“ -x2+4
I y
Beispiel 8 2l
K
2 Kist das Schaubild einer Polynomfunktion 3. Grades. #
Ermitteln Sie die Gleichung von K.
N
-1 1 2 X
_] L
_2 L
Lésung
Durch Ablesen: x; = O ist einfache Nullstelle, xpj3 = 1ist doppelte Nullstelle
Ansatz fir die Gleichung von K: y = ax(x — 1)2
Punktprobe mit P(2 1) (f(2) = 1) ergibt a: 1=a-2-(2-1)72 as= %

Gesuchte Gleichung: y = Tx(x—1)2

103
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Aufgaben

1 Ermitteln Sie die Gleichung der Parabel, wenn Folgendes bekannt ist:

a) Die Parabel verlduft durch die Punkte A(1]2,5), B(=2|1) und C(O|3).

b) A(2]0),B(-1]|6)und C(0|0) sind Parabelpunkte.

¢) Eine Parabel hat den Scheitel S(1| 4) und verlduft durch den Ursprung.

d) Eine Parabel verlduft symmetrisch zur y-Achse durch die Punkte A(1|0) und B(O|-3).

2 Das Schaubild einer Funktion f mit f(x) = x3+ bx2 + cx —4 verlduft durch die Punkte
A(1]=1,5) und B(2|-2). Bestimmen Sie b und c.

3 Fir eine quadratische Funktion f gilt f(0) =-4; f(2)=-4 und f(4)=-8.
Bestimmen Sie f(x).

4 Eine Polynomfunktion 3. Grades hat die Nullstellen x;=-1, x> =1, x3=-10.

a) Bestimmen Sie einen mdglichen Funktionsterm, wenn der zugehdérige Graph vom Il. in den
IV. Quadranten verlduft?

b) Der Graph von f verlauft zus&tzlich durch den Punkt P(2]6). Bestimmen Sie f(x).

5 Der Graph K einer Polynomfunktion f 3. Grades ist symmetrisch zum Ursprung und
verlduft durch P(6]5,5) und R(3|0,5). Bestimmen Sie einen Funktionsterm.
Zeigen Sie, dass es ein t gibt, sodass K der Graph von g mit g(x) = tx3 - 3tx ist.

6 Der Graph einer Funktion f mit f(x) = x3+ bx2+ 4x + d schneidet die 1. Winkelhalbierende
an den Stellen x;=-1 und x, = 2. Bestimmen Sie b und d.

7 Bestimmen Sie einen Funktionsterm mithilfe der Zeichnung.
a) V4 b) ¥ ) %/

8 Das Schaubild einer Polynomfunktion f 3. Grades verlauft symmetrisch
zum Ursprung und schneidet die x-Achse in x = 3. Welche Beziehung besteht zwischen
den Koeffizienten in f(x) = ax3+ cx? Bestimmen Sie f(x), wenn f(1) =4 ist.

9 Das Schaubild einer Funktion f mit f(x) = x4 - £x3 + cx2 + dx

geht durch die Punkte B(1]2,5) und C(=2|-14). Ermitteln Sie c und d.
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10 Eine Polynomfunktion 5. Grades hat eine dreifache Nullstelle bei x =1und eine doppelte
Nullstelle bei x = 4. Skizzieren Sie einen mdglichen Graphen und geben Sie den zugehdéri-
gen Funktionsterm an.

11 Der Funktionsterm hat die Form f(x) = a(x = x;)(x = x»)3. Der Graph von f verluft durch
N(]0), P(3]0) und Q(O|- 3).
Geben Sie einen mdéglichen Funktionsterm an.

12 Ein zur y-Achse symmetrisches Schaubild einer Polynomfunktion f 4. Grades
verlguft durch die Punkte A(0]2); B(=2|0) und C (1] 2).
Berechnen Sie einen Funktionsterm.

13 Das Schaubild der Funktion f mit f(x) = ax*+cx2 geht durch den Punkt N(2|0).
Welche Beziehung besteht zwischen den Koeffizienten a und c?
Bestimmen Sie a und c so, dass das Schaubild der zugehdrigen Funktion
zuséatzlich durch den Punkt P (1|2) verlduft.

14 Bestimmen Sie einen Funktionsterm mithilfe der Abbildung.

a b y
) yA ’ )
1 2 K
1 X ]
-2 gl 1 X
-2
15 Das Schaubild einer Polynomfunktion 4. Grades hat nur die Punkte Ay, (=1]0)
mit der x-Achse gemeinsam und geht durch B(0|2).
Ermitteln Sie einen mdglichen Funktionsterm. Erldutern Sie lhren Ansatz.
" Tl
16 Die Abbildung zeigt die Wertetabelle fir eine Polynomfunktion f =1 1.25
4. Grades. Welche Eigenschaft hat das Schaubild von f? '"'i |.155:
Bestimmen Sie einen mdglichen Funktionsterm. i3 "?fg:

17 Das Schaubild einer Polynomfunktion f 4. Grades ist symmetrisch zur y-Achse und schnei-
det die y-Achse in S(0|3). Bestimmen Sie den Funktionsterm einer Funktion f, die keine
Nullstellen, 2 Nullstellen bzw. 4 Nullstellen besitzt.

18 Zwei Ingenieure planen den Bau eines Wasserkanals. In ihrer Modellrechnung setzen sie
flr den Kanalguerschnitt ein x-y-Koordinatensystem so an, dass die x-Achse genau auf der
Hohe des normalen Wasserstandes (Normalpegel) verlduft. Eine Langeneinheit entspricht
einem Meter. In der Mitte ist der Kanal 3,2m tief, ein Meter neben der Mitte 3,1875m und
einen weiteren Meter neben der Mitte 3 m tief. Bestimmen Sie die Randkurve des Kanal-
qguerschnitts unterhalb des Normalpegels. Wie breit ist der Kanal?
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1

Bestimmen Sie die Parabelgleichungen
aus der Abbildung.

2 Bestimmen Sie einen mdglichen Funktionsterm.

y
6
2-.
K
: X . . .
. <
-] 172 3
_2..
_4..

Das Schaubild einer Polynomfunktion 3. Grades ist symmetrisch zum Ursprung und ver-
lduft durch die Punkte A(=1] = 2) und B(2 | - 2).
Bestimmen Sie einen mdéglichen Funktionsterm.

Eine Polynomfunktion f 4. Grades hat die doppelten Nullstellen = 3 und 1.
Das Schaubild von f verlauft durch den Punkt A(- 2| 4) .
Bestimmen Sie f(x).

Der Graph einer Polynomfunktion f 4. Grades verlduft symmetrisch zur y-Achse durch
die Punkte A(= 2 | = 3), B(O | = 3) und C(1 | = 3,75). Formulieren Sie die Bedingungen und
stellen Sie das zugehdrige lineare Gleichungssystem auf.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =x3-2x+c.
Fr welchen Wert von ¢ verlduft der Graph von f durch P(2]3)?
Bestimmen Sie ¢ so, dass der Graph von f symmetrisch zu S(0|-2) ist.
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3.5.2 Optimierungsprobleme

Beispiel 1

2 Das Gestiit Allgau will eine rechteckige Pferdekoppel
einzaunen. Es hat 150 m Zaunmaterial zur Verfligung,
um eine mdglichst grof3e Flache einzuzaunen.

Lésung
Voriiberlegungen mvurl.de/3xhy
Man berechnet den Flacheninhalt verschiedener Rechtecke mit den Seiten a und b.
Seitenldngen (in m): Flacheninhalt (in m2): yAin m2

a+b=75 A=a'b 1400 e

a=10; b=65 A =650 L

a=20; b=55 A =1100 1000 )

a=30; b=45 A =1350 4

a=40; b=35 A =1400 °

a=50; b=25 A = 1250 600
Punkte in ein Koordinatensystem eintragen.
Die Punkte kdnnten auf einer Parabel liegen. 200

b TR e
Zielfunktion mit Definitionbereich
Esqilt: a+b=75
b=75-a yAin m2
Durch Einsetzen erhdlt man den Flacheninhalt 1400
A@) =a-(75-a)
A@@) =75a - a2 1000
Die Variable a kann alle reellen Zahlen
von O bis 75 annehmen.
Verbindet man die Punkte, so erhdlt man das 600
Schaubild der quadratischen Funktion A
mit A(x) =75x - x2, 0<x<75. 200
16 . 36 . 56 . 76 75 .xinm

Maximaler Fldcheninhalt 315

Symmetrieachse: x = % =375

Amax = A(37,5) =1406,25

Der grépte Flacheninhalt von 1406,25 m2 wird erreicht bei einem Quadrat mit der
Seitenlange 37,5m.

Hinweis: Das Rechteck mit dem grépten Flacheninhalt ist ein Quadrat.


https://mvurl.de/3xhy
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Beispiel 2

2 In einer Unternehmung lassen sich die Gesamtkosten fiir die Herstellung einer
Mengeneinheit (ME) und der Verkaufserlos in Geldeinheiten (GE) darstellen durch
die Funktionen K mit K(x) = 2x2 + 4x + 24 und E mit E(x) = 20x; x>0, x in ME,
K(x); E(x) in GE.

Ermitteln Sie den maximalen Gewinn.

L6ésung
Zielfunktion mit Definitionbereich
Fur den Gewinn gilt: Gewinn = Erlés — Gesamtkosten
G(x) = E(x) = K(x)
=20x— (2x2+ 4x + 24)
Gewinnfunktion G mit G(x) = -2x2 +16x—-24; x > 0

Maximaler Gewinn
Der maximale Gewinn wird erzielt, wenn die Gewinnkurve ihren Scheitelpunkt hat.
Berechnung mithilfe der Nullstellen: G(x) =0  -2x2+16x-24=0

-16+ 162 - 4-(- 2)(-24)

Mit a=-2, b=16 und c=-24: Xq2 = 22
_-16+V64 _-16+8
X2= "= =~ -2
Nullstellen von G: X = % =2
LT
Skizze: Gewinn in GE
Die Gewinnkurve ist eine nach unten gedffnete 10 S Maximater
Parabel. 5 G Gewinn
1 3 4 5 7 xinME
> Tewinhschwelle | Gewinndyenze
-10

Den maximalen Gewinn erhdlt man mithilfe des
Scheitelpunkts der Gewinnkurve. Der xs-Wert des Scheitelpunkts ist der

“htXe_2+6_

Mittelwert der Nullstellen von G. Xs =~ > =4
ys-Wert des Scheitelpunkts: Vs =G(x5) =G(4)=8
Scheitelpunkt: S(418)
Der maximale Gewinn betragt 8 GE.
Alternative: f(x) =ax2+bx +c
x-Koordinate des Scheitelpunkts mithilfe Xg =~ % Scheitelstelle xs = - %
___16 _
Xs = 2:(-2) =4
Scheitelpunkt: S(4]8)

Der maximale Gewinn betrdgt 8 GE.
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Beispiel 3

2 Zur Lagerung von Soda soll Karla aus einem
quadratischen Karton der Seitenldnge 30cm

durch Falten eine Schachtel ohne Deckel formen.

Bestimmen Sie das maximale Volumen dieser
Schachtel.

Wieviel kg Soda kénnen maximal darin gelagert
werden?

L6ésung

Zielfunktion mit Definitionsbereich

x: Héhe der Schachtel in cm

V (x): Volumen der Schachtel in cm3

Fiir 0 < x <15 ergibt sich V(x) = (30 - 2x)2-x
Dieser Funktionsterm beschreibt das Volumen V
in Abhdngigkeit von der Hohe x.

V ist eine Polynomfunktion 3. Grades.

Maximales Volumen
Mithilfe einer Wertetabelle:

Verfeinerte Wertetabelle:

Wahlt Karla die Héhe 5 c¢cm, hat die Schachtel ein
maximales Volumen von 2000 cm3.

9

Soda hat ein spezifisches Gewicht von p = 2,218 —,

Fiir das Volumen gilt: V=1
Fur die Massemgilt: m=p -V
m= 2,218 — - 2000 cm?
cm
m = 4436 g = 4,436 kg
In der Schachtel mit maximalem Volumen kénnen
4,436 kg Soda gelagert werden.

17

X Y1
I 1352
3 1728
4 1936
5 2000
B 1944
7 1792
8 1568

X ¥l
B 1999.3
5 2000
5.1 19899.4
5.2 1997.6

30
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4.4 Exponentialfunktionen zur Basis e

In den Naturwissenschaften, in der Technik und in den Wirtschaftswissenschaften sind
die Exponentialfunktionen von liberragender Bedeutung. Dabei spielt die Basis e eine
besondere Rolle: e =2,718281828...

Die Exponentialfunktion zur Basis e ist die Funktion f mit f(x) = eX; xeR.

Viele mathematische Probleme kdnnen mit einer Exponentialfunktion zur Basis e
(e-Funktion) beschrieben werden.

Untersuchung der Exponentialfunktion f mit f(x) = eX; xeR

Wertetabelle
X y=¢t

Graph von f Y] 0. 1353
-1 O0.3B1H

1 |
I 2.11B2

Eigenschaften
1. Das zugehd&rige Schaubild verlduft oberhalb der x-Achse: eX > O.
Es gibt keine Schnittpunkte mit der x-Achse.
2. Globales Verhalten fir x — + oo
Fir x — —oco qilt: f(x) =e*— 0
Die x-Achse ist waagrechte Asymptote.
Fir x — oo qilt: f(x) = e* — o0
3. S(O|1) liegt auf dem Graphen, denn e© =1,

4. Der Graph von f verlduft steigend.

fist (streng) monoton wachsend.

Potenzwerte: 0 =1 &0
e=e'=2718 1
el0~ 22026 e
e 10~ 45.10-5 2,718281828
e 1=1~0,368 ¢’
0,3678794412
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4.5 Transformationen

K ist der Graph der Funktion f mit f(x) = eX.

Spiegelung an der y-Achse

Spiegelung von K an der y-Achse
ergibt den Graphen G von g.

g)=f(-1)=e"!
g2 =f(-2)=e2
g(x) = f(=x) =e7*

Der Funktionsterm von g

lautet: g(x) = e7*
Hinweis: Bei der Spiegelung des Graphen von f an der y-Achse ersetzt man x durch - x.

Andere Schreibweise fur den Term: g(x) = e™* = é = g = (%)X

Spiegelung an der x-Achse

Spiegelung von K an der x-Achse
ergibt den Graphen G von g

mit g(x) = - f(x) = —eX.

Streckung in y-Richtung

Fira>0

Streckung von K in y-Richtung mit Faktor a
ergibt den Graphen von g mit g(x) = a -e*.
Fira=15: gx)=15" e*
Streckungsfaktor 1,5

Fira=0,5: g(x)=0,5-eX
Streckungsfaktor 0,5

Die x-Achse ist waagrechte Asymptote.

Fira<O

zusatzlich eine Spiegelung an der x-Achse
Graph K: K: f(x) = eX
Streckung mit Faktor 1,5:  H: h(x) = 1,5e*
Spiegelung an der x-Achse: G: g(x) = —1,5¢e*
Die x-Achse ist waagrechte Asymptote.

N W BUION <
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Streckung in x-Richtung

Streckung von K in x-Richtung

mit Faktor%(b > 0) ergibt den Graphen
von g mit g (x) = ebx

Firb=2: g(x)=e2

Streckung in x-Richtung mit Faktor %

1
Firb = %: g(x) =e3*

Streckung in x-Richtung mit Faktor 3. ——%

Verschiebung in y-Richtung

Verschiebung von K um c in y-Richtung
ergibt den Graphen von g mit g(x) = eX+¢
Firc=1 g(x) =eX+1

Verschiebung um 1 nach oben.
Firc=-2: gx)=e*=-2

Verschiebung um 2 nach unten.

Die Gerade mit der Gleichung y = c ist
waagrechte Asymptote.

Verschiebung in x-Richtung

Verschiebung von K in x-Richtung
ergibt den Graphen von g mit g(x) = ex~d
Fird=1 g(x)=ex"!
Verschiebung um 1 nach rechts
x durch x —1ersetzen.
Furd=-2: g(x)=ex*2
Verschiebung um 2 nach links
x durch x + 2 ersetzen.
Die x-Achse ist waagrechte Asymptote.
Hinweis: g(x) = eX*2 = g2 - gX

129
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Die Verschiebung von K um 2 nach links entspricht einer Streckung von K

mit Faktor e2 in y-Richtung.

Transformationen

Der Graph von g entsteht aus dem Graphen von f mit

durch Spiegelung an der y-Achse:
durch Spiegelung an der x-Achse:

+ durch Streckung in y-Richtung mit Faktor a (a > 0):

fir a < O zusatzlich durch Spiegelung an der x-Achse
durch Streckung in x-Richtung mit Faktor % (b >0):
flr b < O zusatzlich durch Spiegelung an der y-Achse

durch Verschiebung um c in y-Richtung:
durch Verschiebung um d in x-Richtung:

f(x) = eX
g(x) =e™*
g(x) = — X
g(x)=a-e*
g(x)=ebx
g(x)=eX+c
g(x)zex—d
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Aufgaben

1 Gegeben ist der Graph K der Funktion f mit f(x) = eX.
Die beiden Kurven G und H entstehen aus K.
Bestimmen Sie die zugehérigen Funktionsterme.
K 6 b) y

a) H K

_
/‘ | 3 2 T 12x
N

Durch Abbildung von K entsteht das Schaubild der Funktion g mit g(x) = ae* + b.
Bestimmen Sie a und b, wenn es sich um eine
a) Verschiebung um 3 nach oben,
b) Spiegelung an der x-Achse,
c) Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 0,5 und eine Verschiebung um 6 nach unten,
d) Verschiebung um 2 nach rechts handelt.
Welche gemeinsame Eigenschaft haben alle Kurven?

g 2 Kist der Graph der Funktion f mit f(x) = eX.

3 Wie entsteht das Schaubild G von g aus dem Schaubild K von f mit f(x) = eX?

a) g(x) = e3x b) g(x):3e1§X+1 c) g(x):—%ex‘1 -2
4 Die Abbildung zeigt Ausschnitte aus den Z
Schaubildern der Funktionen 31
f mit f(x) =e9%5%x -1 und o
g mit g(x) =e%5x~T x ¢ R.
Ordnen Sie jedem Schaubild einen i
Funktionsterm zu und begriinden Sie 3 ' 1 2 3
Ihre Entscheidung. _21%

5 Die Funktion f mit f(x) = e™%; x € R, hat das Schaubild K.
Durch Verschiebung von K um 1 nach oben entsteht G, durch Verschiebung von K um
1nach links entsteht H.
Wie lauten die Gleichungen der Graphen G und H?
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49.3 Beschranktes Wachstum

Beispiel

[ElhiE
O ] 2 2 Die Hoéhe einer Bergkiefer zur Zeit t kann ndherungsweise durch eine Funktion f mit
mvurl.de/7x80 f(t)=a+b-e 0536t t>0, beschrieben werden. Dabei ist t die Zeit in Wochen seit
dem Beginn der Beobachtung und f(t) die Héhe in Meter.
Zu Beginn der Beobachtung war die Pflanze 0,62 m hoch. Nach 5 Wochen hat sie eine
Hohe von 1,09 m.
a) Bestimmen Sie a und b. Zeichnen Sie das Schaubild von f.

b) Wie hoch kann die Pflanze héchstens werden?

L6ésung
a) Ansatzz f(0)=062 a+b=0,62 LGS: a+b=0,62
f(5) =1,09 a+b-e 05365=109 a+0,06856b =109
Ldsung des linearen Gleichungssystems: a=112; b=-0,5

Funktionsterm: f(t) =112 - 0,5 - e~0:536t
b) Schaubild von f: f(t) — 1,12 fir t — co

Das Schaubild von f hat die waagrechte

Asymptote mit der Gleichung y =1,12.

Die Pflanze kann héchstens 1,12m hoch

werden, wenn die Funktion f die Hohe

der Pflanze richtig beschreibt. 051+

Es gibt eine nattrliche Schranke S =1,12.

S heipt Sattigungsgrenze. Man spricht

waagrechte Asymptote

107

von einem beschrankten Wachstum. 2 4 6 8 10t

Prozesse beschrankten Wachstums bzw. Zerfalls kdnnen mithilfe einer Exponential-
funktion beschrieben werden.

Beschranktes Wachstum: Beschrankter Zerfall:
f(t)=S-b-ekt; t>0, k<0, b>0 f(d)=S+b-ekt, t>0, k<0, b>0
Anfangsbestand: f(0)=S-b Anfangsbestand: f(0)=S+b

k ist die Wachstums- oder Zerfallskonstante: k ist stets negativ.
f(t) gibt den vorhandenen Bestand zum Zeitpunkt t an.

S heipt Sattigungsgrenze.

Bestand Bestand

=
! S+b 1

Zeitt Zeitt
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Aufgaben

1

a)

b)

a)

b)

Eine Funktion f mit f(t) = 500 — 300 - e~ 0.036t; t > 0
beschreibt die Population von Mdusen in Abhdngigkeit
von der Zeit t

(t = O: Beginn der Messung; t in Jahren).

Geben Sie die Anzahl der Mause zu Beginn der Messung
sowie den mdglichenen Maximalbestand an.

Nach 50 Jahren sind 90 % des Maximalbestandes er-
reicht. Nehmen Sie Stellung.

Eine Flissigkeit wird auf 90 °C erhitzt. Dann lasst man
sie bei einer Umgebungstemperatur von 20 °C abkihlen.
Bei diesem Experiment erhdlt man folgende Messreihe:

tinminuten [ 0 | 1|23 4|5 |67
Temperatur in °C ‘90‘58‘40‘ 3 ‘ 26‘22‘22‘2]

« Stellen Sie die Messdaten in einem Koordinatensystem dar.
« Diskutieren Sie, ob sich die Daten linear verhalten. Begriinden Sie lhre Antwort.

+ Untersuchen Sie, ob die Funktion f mit f(t) = 2,30t2 - 24,68t + 84,92 das Experiment
beschreibt. Zeichnen Sie die Kurve in das Koordinatensystem ein.

+ Bestimmen Sie mithilfe der Messwerte eine Exponentialfunktion, die die FlUssigkeits-
temperatur in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt. Die Umgebungstemperatur
wird nicht unterschritten.

Zeichnen Sie das Schaubild der Exponentialfunktion in das gemeinsame
Koordinatensystem ein. Vergleichen Sie die beiden Naherungskurven.

In eine Tasse wird 90 °C heifer Tee eingeschenkt. Der Tee kihlt auf die

Zimmertemperatur von 20 °C ab. Die Funktion h mit h(t) = 20 + 70 - 0,8! beschreibt

diesen Abkihlvorgang. Dabei ist t die Zeit in Minuten und h(t) die Temperatur in °C.

+ Berechnen Sie die Zeit, die vergeht, bis der Tee auf die Trinktemperatur (50 °C)
abgeklnhlt ist.

« Ermitteln Sie die durchschnittliche Abkihlung pro Minute in den ersten
zehn Minuten und in den folgenden zehn Minuten.

159
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3 Der weltweite CO,-Ausstop von Kraftfahrzeugen soll beschrieben werden durch h mit
h(t) = 34,8 — e266-0035t: t in Jahren, t = O entspricht dem Jahr 1990, h(t) in 109 Tonnen.
a) Beschreiben Sie den Verlauf des Graphen von h.
Interpretieren Sie h(t) im Sachzusammenhang.
b) Bestimmen Sie den CO,-Ausstof3 in den Jahren 2010 und 2030.

4 Die Entwicklung der Biomasse eines
g Gehdlzbestandes in Abhangigkeit von der
Zeit kann durch den Funktionsterm
gt)y=a-10-e %t t>0; a,k >0,
ndherungsweise beschrieben werden.
Dabei ist g (t) die MaPzahl der Biomasse
in 102 Tonnen und t die MaBzahl der Zeit
in Jahren.
Die Parameter a und k sind Konstanten,
die u.a. von der Gehdlzart und den
klimatischen Bedingungen abhangen.
Die Biomasse zu bestimmten Zeiten ist

in der Tabelle angegeben: Biomasse in 102 Tonnen ‘ 10 ‘ 16,321

Zeit tin Jahren | 0 ‘ 10

a) Berechnen Sie den jeweiligen Wert von a und k und bestimmen Sie einen Funktionsterm
g (t) fur die Biomasse. (Teilergebnis zur Kontrolle: k = O,1)
b) Fir t — oo strebt die Biomasse gegen einen ,,Grenzwert".
Bestimmen Sie diesen Wert.
c) Der Bestand soll wirtschaftlich verwertet werden, wenn die Biomasse 95 % dieses , Grenz-
wertes" erreicht hat.
Berechnen Sie die Zeit bis zur Verwertung.

5 Das Newton'sche Abkiihlungsgesetz T(t) = Ty + (T — Ty) - ekt beschreibt den Tempera-
turverlauf eines auf die Temperatur To erwdrmten Korpers, der z.B. durch eine Um-
gebung mit konstanter Temperatur Ty abgekihit wird.

T(t) ist die momentane Temperatur (in °C) zur Zeit t (in Min.) mit t>0.

a) Beieiner Umgebungstemperatur von 20°C hat sich der Kérper von anfangs 80°C in den
ersten 30 Minuten auf 24,7 °C abgekinhlt.

Bestimmen Sie k auf drei Dezimalen gerundet. (Kontrollergebnis: k = —0,085)

b) Zeichnen Sie das Schaubild von T. Beschreiben Sie den Verlauf.

Welche Bedeutung hat die Asymptote?

c) Nach welcher Zeit ist die Temperatur um 30°C abgesunken?

d) Ab der 19. Minute nimmt die Temperatur des Korpers fir dieses k in einer Minute um
weniger als ein Grad ab. Bestatigen Sie diese Behauptung.
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1

a)

2

3

a)

a)
b)

c)

Ldsen Sie folgende Gleichungen.
eX~4=2 b) eX =2e7X c) (2+%x)ex”=0

Stellen Sie die Zahl 2 als Potenz mit der Basis e dar.

Untersuchen Sie das Schaubild K der Funktion f auf Achsenschnittpunkte und auf
Asymptoten. Skizzieren Sie K.

f(x)= e 2X-5 b) f(x)=e*-Ix 0 f=1-2x-4

Der Graph der Funktion f mit f(x) = 2; x € R, wird abgebildet.
Dadurch entsteht ein neuer Graph G der Funktion g. Geben Sie den Funktionsterm g(x) an,
wenn es sich um folgende Transformationen handelt.

Spiegelung an der y-Achse.
Streckung in y-Richtung mit Faktor 3 und Verschiebung um 4 nach unten.

Verschiebung um 4 nach rechts und Spiegelung an der x-Achse.

Der Graph von g mit g(x) =ae™*+b verlduft durch die Punkte A (O|4) und B(1]2).
Bestimmen Sie a und b.

Die Abbildung zeigt das Schaubild einer Funk- )
tion, die zum Typ f(x) = aekx+ b gehdrt. T 1]

Machen Sie Aussagen Uber a, b und k.

Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) =—-2e *+4 und g(x) =2eX; x € R.
Wie liegen die Schaubilder von f und g zueinander?
Begriinden Sie Ihre Antwort durch eine Rechnung.

Am 01.01.2009 lebten etwa 6,8 Milliarden Menschen auf der Erde. In welchem Jahr Gber-
schreitet die Erdbevdlkerung die 10-Milliarden-Grenze, wenn man ein jahrliches Wachstum
von 1,8 % unterstellt?

Nach Berechnungen der Vereinten Nationen sollen bis 2050 etwa 9,1 Milliarden

auf der Erde leben. Vergleichen Sie.
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5.2 Grafisches Differenzieren

Beim grafischen Differenzieren bestimmt man die Steigung eines Schaubildes in einem Punkt ° R
mithilfe einer Zeichnung. )

Fidhrt man dieses Verfahren mit mehreren Punkten durch, Idsst sich das Schaubild der O Eﬁg
~Steigungsfunktion™ von f skizzieren. Diese Funktion heipt Ableitungsfunktion von f und wird EU%

mit ' bezeichnet.

mvurl.de/gxuh

mvurl.de/dwnh

Beispiel 1

2 Gegeben ist das Schaubild K einer
Funktion f.
Bestimmen Sie durch zeichnerisches
Differenzieren die Ableitung von f in
x=-2;-1,0;1; 2.
Tragen Sie die Steigungswerte in ein
Koordinatensystem ein. -2

N W SN Ol

Lésung
Im Punkt P(-2|f(-2))wirddie R
Tangente an K gelegt und die Steigung
aus der Zeichnung bestimmt:

m = —4 (Steigungsdreieck).

Dieses zeichnerische Verfahren

Graph von f

| E .
wendet man auf weitere Punkte an. 5 ) X i 2 X
Tabelle mit den so erhaltenen Steigungswerten. i _; i
' |2 | o1 o | |
P (Steigung) | -4 | -2 | o | 2 | 4 VA Graphvont
Der y-Wert (f'(x)) ist die Steigung i g I i
von K an einer Stelle x. | ) U
Verbindet man die Punkte, E " |
]
erh&lt man das Schaubild 2 -1 4 1 2 X
der Ableitungsfunktion f'. i o+
i -3t
P

Bemerkung: K ist das Schaubild von f.
f(x) ist der y-Wert eines Kurvenpunktes von K.
f’(x) ist die Steigung von K an einer Stelle x.
Die Funktionswerte der Ableitungsfunktion f’ sind die Steigungswerte von K.
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Beispiel 2

2 Kist das Schaubild der Funktion f.
Skizzieren Sie das Schaubild der
Ableitungsfunktion von f.

Lésung

Die Steigung von K ist null fr x; = 3,

K hat in x; = 3 eine waagrechte Tangente,
d.h., das Schaubild von f’ schneidet die
x-Achse in x; = 3.

Die Steigung von K z. B.in x = 1ist 2.

Die Steigung von K ist positiv fir x <3,
d.h., das Schaubild von ' verlauft oberhalb
der x-Achse fur x <3.

Die Steigungvon K z. B.in x = 5ist - 2.

Die Steigung von K ist negativ fir x > 3,
d.h., das Schaubild von f’ verlauft unterhalb
der x-Achse fur x > 3.

y
4.
3
21 K
‘].
4/ 1 2 3 4 5 N\e 71X
3.
y Steigung
=0 0 <0
34
21
T =2
-1 n 7 X
Graphvon f

B R T R LR e 1
SN

7

B i R et s

N
//‘/;?
ot
-
>

Graph von f’

Bemerkung: Der Graph der Ableitungsfunktion einer quadratischen Funktion ist eine

Gerade.

Der x-Wert des Scheitelpunktes des Graphen von f ist die Nullstelle der

Ableitungsfunktion von f.

Verschiebt man den Graphen von f in y-Richtung, so verdandert sich der

Graph der Ableitungsfunktion von f nicht.
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Beispiel 3

2 Gegeben ist das Schaubild K einer Funktion f.
Fir welche x-Werte ist die Steigung von K
positiv, null oder negativ?

Skizzieren Sie das Schaubild der Ableitungs-
funktion von f.

Lésung

Die Steigung von K ist null fir x;=1 und x5 = 3,
d.h., das Schaubild von f’' schneidet die
x-Achsein x;=1 und x, = 3.

Die Steigung von K ist positiv

fir x <1 oder x>3,

d.h., das Schaubild von f’ verlauft oberhalb
der x-Achse fir x <1 oder x> 3.

Die Steigung von K ist negativ fir 1<x <3,
d.h., das Schaubild von f’ verlduft unterhalb
der x-Achse fir 1<x<3.

Hinweis: K hat im Punkt W die kleinste Steigung.

y
5 K
4
3
2
1
X
/_ ] 2 3 4
Graph von f

Steigung

<0

no<

Aufgaben
1 Lesen Sie die Steigung des Graphen K in den Punkten A, B, C und D ab.
a) b)
K
-
2

17
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2 Die Abbildung zeigt das Schaubild von f. Ubertragen Sie das Schaubild in Ihr Heft und
skizzieren Sie das Schaubild der Ableitungsfunktion von f.

a)
[E]Gp El
CyHE )
[CIES
mvurl.de/ubet

y

_ N

e) "

b)

f)

Now <

N w <

VA
3.
2.

2 i 3x
-1

3 Kist das Schaubild der Funktion f. Welches der beiden Schaubilder, G oder H, ist das
Schaubild der Ableitungsfunktion von f? Begriinden Sie lhre Entscheidung.

& y VA Y
3 3 3
2 2 6 2
K 1 / 1 4
3 \NPZ AV / 1 é\ S / i 2\
> - i
b) y K /Y y H
o 10X /‘1 X /1
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4 Skizzieren Sie das Schaubild K einer Funktion f mit folgenden Eigenschaften:
a) Kist eine Parabel und verlduft durch P(2|3) mit der Steigung 1.
b) K hat zwei waagrechte Tangenten und im Ursprung eine positive Steigung.

5 Ordnen Sie dem Schaubild einer Funktion das Schaubild ihrer Ableitungsfunktion zu.
Begriinden Sie Ihre Zuordnung.

Y
3 K
2
1 =3~2
4—3—2—1] 1 2 3\4X
-2
-3
y

6 DieA

des S

bbildung zeigt einen Ausschnitt

chaubilds Ky einer Funktion f.

Welche der folgenden Aussagen sind

wahr
M
(2)

3
4

bzw. falsch? Begriinden Sie.
Esqilt: f'(1) < O.

Die Steigung von f an der Stellex =0

6 y.
/ y
H
i 3X 2\—/
|
G 2 O X
Y.
B 3
C
|
j 2 3% B 1 A 4k
-2
-3
y
2
K
|
2 2 3 4 5 6 1 8X
!
-2

ist kleiner als die durchschnittliche Anderungsrate von f im Intervall [0 ; 3].
Fur die Ableitungsfunktion f"von f gilt: f(3) = — f'(1).

Das Schaubild von f verlauft im Schnittpunkt mit der y-Achse steiler als

die erste Winkelhalbierende.

Polynomfunktion h 4. Grades. Das Schaubild von h ist K.

Die folgende Tabelle enthalt Funktionswerte und Werte der ersten Ableitung einer

X -15 =1 -05 0 0,5 1 1,5
h(x) 2,375 -2 -1,625 -1 -1,625 -2 2,375
h'(x) -18 -2 2 0 -2 2 18

Entscheiden Sie, ob folgende Aussagen wahr oder falsch sind und begriinden Sie Ihre

Entscheidungen ohne Funktionsterme zu berechnen.

m

P(-1] 2) liegt auf K.

(2) K besitzt drei Punkte mit waagrechter Tangente.
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Was man wissen sollte — iiber Anderungsrate und grafisches Differenzieren

Anderungsrate
- Mittlere Anderungsrate von f auf [x;; x,1:

f(Xz) - f(X1)
X2 = Xq

« FUr x, — xq strebt die mittlere Anderungsrate von
f gegen die momentane Anderungsrate von f
an der Stelle x; (Tangentensteigung).

(Sekantensteigung)

(Grenzwert der mittleren Anderungsrate)

Grafisches Differenzieren

Die Steigung des Graphen von f an der Stelle x ist
der y-Wert des Punktes auf dem Graphen von f’
an der Stelle x.

f’(x) ist die Steigung des Graphen von f
an einer Stelle x.

Ist die Steigung des Graphen von f negativ, verlauft
der Graph von f" unterhalb der x-Achse.

Der x-Wert eines Punktes mit waagrechter
Tangente des Graphen von f
ist die Nullstelle der Ableitungsfunktion von f.

Ist die Steigung des Graphen von f positiv, verlauft
der Graph von f’ oberhalb der x-Achse.

Momentane Anderungsrate

y von finx,
Graph von f
A\ |
| Mittlere Anderungsrate
ivon f auf [x;x,] |
)'(‘ X, X
Z_ Punkt auf dem Graphen von f
5 /\
3 1
3.
2 -3
1
w1 1 . 3 4 X
-2
y
3.
2
TN
1 3 4 X
-1
-2 Punkt auf dem
-3 Graphen von f’
-4
Steigung g Graph von f
negativ|—positiv— 677" |\ negativ
2.

_: + ] _# _: + + 7
5 \ y ] 2 \3
_4.

_6.

YA

6.
4+ Graph von f’

oberhaIbZ-
5 4 L3 2 4 N\ 2 3 X
unterhalb =27 unterhalb

der x-Achse=4T
_6 L
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1.3 Rechnen mit Vektoren

1.3.1 Addition und Subtraktion °
] s
Addition von Vektoren mvurl.de/3hbg

Beispiel fiir eine Vektoraddition: a4+ B) = (f) + (;)

Geometrische Deutung der Vektoraddition

7 Vektorparallelogramm y Vektordreieck O Kol
mvurl.de/ijte
4 44
=2 _ 3
di e=() A
A 4 2] -
b= (3) b
" 3= BN
a _(]) L 1 1 1 1 1
12 3 4 & X 12 2 3 4 5 X
Berechnung: 3+E=(?)+(;)=(i)
N 5 —1 5-1 4
Entsprechend qilt: Uu4+vs=_(4]|+ ( 0 ) =|4+0|= (4)
-2 6 -2+6/ \4
- = ay by ar + by
Addition von Vektoren: a + b =(32) 4 [bz2|=|az + b2
as b3 as + b3

Vorgehensweise beim Addieren von zwei Vektoren a+ B):
Den Pfeil von B) an den Endpunkt von Pfeil a ansetzen. Der Vektor ¢ =3 + 5) ist dann be-

stimmt durch den Anfangspunkt von a und den Endpunkt des Pfeils von B)

C c
Beispiele 2 I &
_— = =

OA +AC =0C B

—_— — — A B B
AB +BC =AC A o
AN - % -

OA +AB =0B 0A 0A

—_— — —

OA +AB +BC =0C 0 0

Beispiel aus der Linearen Algebra

Die Bestellung der Rohstoffe (Typ A, Typ B) schreibt man in einen Bestellvektor (150) d.h.
man bestellt 10 ME Rohstoffe Typ A und 5 ME Typ B. Eine zweite Bestellung lautet (185).

. ) 10 8\ (10+8)\ (18
Die gesamte Bestellung berechnet sich durch ( 5 ) + (15) = (5 N 15)_ (20),


https://mvurl.de/3hbq
https://mvurl.de/ijte
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Bl
B
g

[=]
mvurl.de/el87

Subtraktion von Vektoren
Beispiel

2> > _ (3 -1\ _[4
5-3=(3)-(3)=(]]
Geometrische Deutung der Differenz
> _ > - >

a+AB=b ergibt AB=Db-a

Il Vektorielle Geometrie

1

3 2

—

= 3 2
Mit a = OA und b = OB erhalt man:
—_— S 5 — —> VA
AB=b —3a=0B — OA o
Erlduterung: B
- > > _ = 1
AO = — 3 ist der Gegenvektor von a = OA. A AB 1

. = —T -

Addiert man zum Vektor b den Gegenvektor von b
3, so erhilt man den Differenzvektor 3 T
-> ->
b+(-a)=b —a. 329 0 1 2 3 ix

Beispiel 1
2 Gegeben sind die Punkte A(5 | 4 | -2) und B(- 1] O | 6). Bestimmen Sie AB und BA.

L6ésung
N 5\ — —1
Zugehorige Ortsvektoren: OA = 4 |; B=(O)
-2 6
—_ —> —_—> —1 5 -6 _— —> —> 5 -1 6
§-08 - A=(o)_(4)=(,4) BA:OA_OB=(4)_(O)=(4)
6 -2 8 -2 6 -8

Fur die Punkte A(a;| a5 | a3) und B(by| b, | b3) mit den zugehdrigen Ortsvektoren

> a1 — by i AT?:
OA ={az|und OB = |bz2| gilt: B
a
S| b3 A
B — bi—a ﬁ 0B
AB = OB — OA =|bz —az|.
b3 — a3 0

—

AB ist ein Verbindungsvektor der Punkte A und B.

Beispiel 2

S Gegeben sind die Punkte A(—2 | —1]3),B(4 | 5] —2), C(2| -8 | 6) und D(8 | —2 | 1).

— —>
Zeigen Sie, dass AB und CD denselben Vektor reprdasentieren.

Lésung

[ I ey () 6| —s —s 8-2 6

AB=0B -0OA=(5-(-1|=(6]; CD=0D-0C=|-2-(-8)]=|6
—2-3 -5 1-6 -5

—_— —>

Somit ist gezeigt: AB = CD.

—_ 2 0 - -

Hinweis: AB - CD = (O =0 o ist der Nullvektor.
0



https://mvurl.de/el87
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Beispiel 3

5
< BerechnenSie a— b + ¢ mit a =

1 - _5
3873

Lésung

5 1
g-b+3:(3)-
-2

1-(=5) -1
3-0+4
—2-(=6)+5

-5
0
-6

+

-1
4 | =
5

Aufgaben

a)

a)

a)
b)

a)
b)
c)
d)

e)

> >
Berechnen Sie a + b bzw. a—b.
2 -7
1 5
- -4

10
0.5
-2,5

>

b=

>
a= 0

3,5)
-6

>
b=

b) 3=

Addieren Sie die Vektoren a und B) geometrisch.

R I N T S L N LR

Bestimmen Sie den Verbindungsvektor der Punkte A(~ 3 |1| =5) und B(4 | =3 | —1).

—_ —_>
Gegeben sind die Punkte A und B. Bestimmen Sie AB und BA.
AB|2|-2),B(-5]3]-6)
A(-513-3),B(1[0]0)

Gegeben sind die Punkte A(5 | -1]2),B(6|4|-2),C(O| -7 |8)und D(1| -2 | 4).
=
Zeigen Sie: AB =CD.

Die Abbildung zeigt die Vektoren a, B) und ¢. 4

5> = =
Ein Schiler behauptet: ¢ = OA — OB.
Nehmen Sie dazu Stellung.

Gegeben sind die Punkte A2 | -2 |1), B(=2| 2| 1) und C(- 2| - 2| 3).

Zeichnen Sie die Punkte A, B und C in ein geeignetes Koordinatensystem ein.

Geben Sie die Verbindungsvektoren der drei Punkte an.

Ergdnzen Sie den Punkt D, so dass ABCD ein Parallelogramm ist.

Berechnen Sie ﬁ - B_C) und zeichnen Sie das Ergebnis in Ihr Koordinatensystem ein.

e —_—> —_— - .
AB + BC — AC =0 . Uberprifen Sie.

191
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_.-:;,- 1.3.2 Skalare Multiplikation
M Die skalare Multiplikation ist die Multiplikation eines Vektors mit einer reellen Zahl (Skalar).
mvurl.de/xrsy
Beispiele

O% a3-3)=(5) & —5-(?2=:1%8) c)O~—jZ=((8) =3 9 0-3=3

mvurl.de/961k
e) Beispiel aus der linearen Algebra

Die Bestellung der Endprodukte (Ey, E5) schreibt man in einen Vektor (gg) d.h.

man bestellt 110 ME Endprodukte E; und 25 Endprodukte E,. Ein zweiter Auftrag hat den

: . 10\ _[4-m0)\ _ (440
4-fachen Umfang. Die Bestellung berechnet sich durch 4 - (25) = (4.25 = ( 100 )

Skalare Multiplikation: Ein Vektor a wird mit einer reellen

ay k- ay
Zahl k multipliziert, indem man jede Koordinate von a mit k-a=k-|a|=|k- az)
a o
der reellen Zahl k multipliziert. : k-as
Geometrische Deutung der skalaren Multiplikation
YA VA
4 41 = 5
] 8 ABH
A BA
2 2
2-a

—> —_— —> —
BA ist der Gegenvektor von AB: BA =— AB

Bemerkung: Zwei Vektoren 3 und B) sind parallel (kollinear), wenn es ein k gibt, sodass
- > > . >
a =k-b (aist skalares Vielfaches von b).

Zwei parallele Vektoren heif3en // Q}

auch linear abhangig.

kollinear nicht kollinear
Beispiel 1
2 = 3
2 Untersuchen Sie die Vektorena = | 3 |und b = ~%| auf Parallelitat.
- 5
6
Losun
’ 0 |4
>
Gesucht ist k € R, sodass a =k - b. (3):k~ -1 3=-1k
-3 5 525K
6 G

Fur k = —6 erhdlt man drei wahre Aussagen. aund B) sind parallel (kollinear).


https://mvurl.de/xrsy
https://mvurl.de/961k
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Linearkombination von Vektoren
> -
Man nennt eine Summe r - a + s-b mitr, s € R, eine Linearkombination von 3 undb.

Beispiele
5> > (2 ~3\_[-8 5> >[5 -1\ [ 25
2a+4b—2(1)+4(2)—(10) 4u—5v—4(j12)—5(2)—(_1§8
Geometrische Deutung einer Linearkombination
X=33+2b
Beispiel 1
. -> -2\ > —1 -> -2
< Gegeben sind Vektorena =|-2|,b =|5|und¢ = 4 |.
—1 1 0,5
= = = >
Der Vektor d ist festgelegt durchd =a + 2b.
Zeigen Sie: Die Vektoren 3 und ¢ sind kollinear.
Lésung
-2 -1\ |-2 -2\ -4 -2
d=a4+2b=-2|+2(5]|=|-2|+ 10)=(8 )=% a|=12
-1 1 —1 2 1 05
Der Vektor 3 ist ein Vielfaches von C.
Damit sind die Vektoren a) und ¢ kollinear (linear abhangig).
Beispiel 2
S o [2)\ s (1 o)
2 Gegeben sind die Vektoren a = —1), b =( 3 jundc = —7).
4 =5 14
. . . -> > >
Bestimmen Sie r und s so, dass gilt: ra + sb =c.
L6ésung
. -> > > 2 1 0
Vektorgleichung ra + sb =c: ri=tj+sf{3|=(-7
4 -5 14
Dies entspricht dem LGS: 2r+s =0 |
“r+3s=-7 I
4r-5s=14 |l
Addition von lund Il - (2): 7s=-14 ergibts=-2
Einsetzen in Gleichung I: 2r+(=2) =0 ergibtr=1

Einsetzen von r und s in Gleichung Ill ergibt eine wahre Aussage. Das LGS ist eindeutig
[6sbar mits=—2undr=1.
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Beispiel 3
2 Gegeben sind die Punkte A2 | =2 | 1), B3| 3|1),C1,5|1,5|3) und DA | —1] 3).

Zeigen Sie: Das Viereck ABCD ist ein Trapez und kein Parallelogramm.

Lésung
Das Viereck ABCD ist ein Trapez, wenn im Viereck ABCD zwei Seiten parallel sind.

. L = —> —> —>
Zu zeigen ist: AB =r - DC (oder AD =r-BC). D C

1 05 — =
folgt: AB =2DC d.h,,

5 2,5

0 0
¢ == . . . . A B
AB und DC sind parallel. Das Viereck ABCD ist ein Trapez.
Wegen ﬁ * D—C) ist das Trapez ABCD kein Parallelogramm.

— —>
Mit AB = und DC =

Beispiel 4

2 Die Punkte A2 [1]3),B(4|3]4),C(5|5]3)undD(3|3]2)bilden ein Viereck.

a) Zeigen Sie, dass die Punkte A, B, C und D in dieser Reihenfolge die Eckpunkte eines
Parallelogramms sind.

b) Bestimmen Sie den Schnittpunkt S der Diagonalen des Parallelogramms.

L6ésung D
a) Bei positivem Umlaufsinn sind die Punkte A, B, C
und D die Eckpunkte eines Parallelogramms, d.h.,

. -_—> - . . .
die Vektoren AB und DC mussen gleich sein. A

—_— —>
Zu zeigen ist: AB = DC.

w0 =B-0)

—_
Die Bedingung AB = DC ist erfillt. Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm.

—_— —>
Hinweis: Es ist auch mdglich, BC = AD zu zeigen.

b) Die Diagonalen eines Parallelogramms halbieren sich.
e 11— — = =
Es gilt: 0S = OA + 5AC = OA +5(0C — OA)
=0A +§OC — zOA = EOA + §OC
1 ol —>
=5(0A +00C)

D46

Hinweis: S ist der Mittelpunkt der Strecke AC.

— 3,5
(0N =3 3
3

SG@51313)

Fur den Mittelpunkt M der Strecke AB gilt:
OM = 0A +§AB bzw. OM = §(OA + OB)




2 Mafe und Langen

2.1 Betrag eines Vektors

Beispiel 1

< Gegeben ist der Punkt A3 | 8| 2).
—_—
Berechnen Sie den Betrag (die Lange) des Vektors 3 =O0A.

mExim Losung
O! T Fur die Lange I3l erhalt man mit dem Satz des
mvurl.de/dog4 Pythagoras:

3] = |0A| =32+ 82 + 22 = V77 ~ 877

3 IORIE!
8)gi|t: al= (8) =77
2 2

Fir einen Vektor a =

Der Betrag eines Vektors a ist die Ldnge des zugehdorigen Pfeils.

= a2 + a2 + a2

Der Betrag (die Lange) eines Vektors ist eine skalare Grofe (reelle Zahl).
Ein Vektor mit Betrag 1 (Lange 1) heift Einheitsvektor.

61
3l =

a3

Beispiel 2
. . . > 1 > [0 > 1 2
< Bestimmen Sie die Ldnge der Vektorena =2 [;b=(1];¢ = 31
Welche Vektoren sind Einheitsvektoren? ! 0 2
Lésung
2
( )—\/2+22+(1)2—J—~245 ( 31][=3/9 =
5 2

Die Vektoren b und € sind Einheitsvektoren.

Beispiel 3
2 Berechnen Sie die Ldnge der Strecke AB mit A(1| —=3|2) und B(3 | 2 | 4).

L6ésung
N 3 1 2 — 2
AB = OB — OA = (73)=(5); |AB|=(5 =22 1521 22=33 ~ 574 B
4 2 2 2
—> . —_— _A
Der Betrag des Vektors AB entspricht der Lange der Strecke AB: |AB| = AB 0

Gegeben sind die zwei Punkte A(a; |as | a3) und B(bs| by | b3). Flr den Betrag des

—
bz - a

b; —a3

Vektors AB qilt: [aBl = =\/(by — ap2 + (b — a5)2 + (b3 — a3)2

Der Betrag des Vektors ﬁ ist der Abstand der Punkte A und B (Ldnge der Strecke AB).


https://mvurl.de/dog4
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Beispiel 4

< Zwei Flugzeuge befinden sich in den Positionen
A(—4 | -7 |3)und B(5| -3 4)
(Koordinaten in km).
Uberpriifen Sie, ob die Flugzeuge den geforderten
Abstand von 8 km einhalten.
-4\ (9
516
3 1

Fir den Abstand d der Punkte A und B gilt: d = [AB| =92 42 1 12 = /98 ~ 9,90
Der Abstand von mehr als 8 km wird eingehalten.

L6ésung
N
Vektor AB: B=0B -0A=

Aufgaben
1 Berechnen Sie den Betrag des Vektors a.
2 -2 0 V5
a) a=|-3 b =0 c)3=%(0) d) a=|4
5 1 4 V7
2 Gegeben sind die Punkte A und B. Berechnen Sie die Ldange der Strecke AB.
a) A6|-5|1,B(-5[3]7)
b) A(-05]|-2]15),B(25]0]-05) M3
¢) A0|7|-5),B(0]0]0) 5
d) AM4|-3]2),B(-4]3]-2)
3 Die Abbildung zeigt einen Wiirfel. S + . %
S ist der Schnittpunkt der Raumdiagonalen. Bestim-

men Sie den Abstand hat S von den Eckpunkten des
Wiirfels. X

5

4 Gegeben ist eine Pyramide mit der Grundflache ABC und der Spitze S.
In einem kartesischen Koordinatensystem haben deren Eckpunkte die Koordinaten
A(5]113), B(9]4|3), C(8]- 3|3) und SA[5|-1).

a) Weisen Sie nach, dass die Grundflache ABC ein gleichschenkliges Dreieck ist.
Bestimmen Sie die Lange der zwei Schenkel.

b) Geben Sie die spezielle Lage der Grundfldche ABC
im Koordinatensystem D

sowie die Hohe h der Pyramide an.

5 Die Abbildung zeigt ein gerades Prisma E ¢
ABCDEF mit A 8 v
A(0]0]0), B(8]0]0), C(0]8]0) und D(0|0|4).

Bestimmen Sie den Abstand der Eckpunkte B .

BundF. £
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2.2 Skalarprodukt

Beispiel

Wird ein Kérper in Richtung einer
Kraft bewegt, wird die Arbeit

W =F - s verrichtet.

Zeigt die Kraft nicht in Richtung des
Weges, dann bendétigt man zur
Berechnung der Arbeit nur die Komponente F der Kraft F, die in Richtung des Weges wirkt:

Arbeit W = [F| - ]
-> - - >
Mit |F5| = |F’ - cos(a) erhdlt man: Arbeit W = |F| Bl cos(a).

. .. =2 - 2 > - >
Dieses Produkt definiert man als Skalarprodukt von F und s: F - s = |F‘ Bl cos(a).

Skalarprodukt

|

Ist a der Winkel zwischen den Vektoren a und B) a
so bezeichnet man das Produkt
5)-5)=|5)|'|B)|'cos(a) =
als Skalarprodukt von 3 und B) 2
Sonderfalle:
a=0°: H—»
35 =131 [6]-coso®) = 31-[5] -1 :
35 =0l bl
a =180°:
3-b=0I-lbl- cos(180°) b 7
=316l -1
=-31-Igl
a=90°
Die Vektoren a und 5) stehen senkrecht aufeinander.
3 und 5) sind zueinander orthogonal. b
Dann gilt wegen cos(90°) = 0: a- 5) =0. 3

Zwei Vektoren a und E) sind zueinander orthogonal, wenn a- B) =0.

S)J_B)ég-g:o
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Skalarprodukt in Koordinatenform
3-3=13l- 13l cos(a) = I3l - 131 - cos(00) = (I31)? 1= (,/af +as +a? )2 =aZ+as+a2

ay aq
Fira-a gilt: a-a=|al|a = &a; + azaz + azas
as az
Lo - 7 a by .
Fura-b gilt: a-b=|az|- |b2|=ajb;+ asb, + azbs (ohne Beweis)
as b3
ap N b1
a : = a
Gegeben sind die Vektoren a =|a2|und b = |bz|. Dann gilt:
as b
= - ’
=13l ’ b| - cos(a) Skalarprodukt

N
a-
-

a-

= aiby + axb, + asbs Skalarprodukt in Koordinatenform

I ol ol

Ist a B) =0, so stehen die Vektoren 3 und B) senkrecht aufeinander.

Beispiele
1 -3 2 6
a) |2 1)=—3+2—5=—6 b)(z)-(—2)=12—4—1=7
1 5 —1 1
1\ =1 —1 —1
o |3 ( 11=1+3—-4=0, d.h., die Vektoren| 3 |und| 1 | sind zueinander orthogonal.
41 1 4 —1

d) Berechnung von 3| mithilfe des Skalarprodukts: a-a-= (|§|)2

1 1

3-3=|3] 3)=1-1+3~3+(—2>-(—2>=1+9+4=14=(I3|)2
-2 -2

lal = iz

Mithilfe der Formel fiir den Betrag eines Vektors: |3l = (,/aﬁ +aZ+ a§)2:
3:‘ F12+?+02F=ﬁ2

e) Beispiel aus der linearen Algebra: Erlds (in GE) beim Verkauf von 10 ME E; und 20 ME E;,
zu einem Preis von 5 GE/ME bzw. 3,5 GE/ME.

Preisvektor: (5 3,5); Mengenvektor: (;% )

1
3
-2

Erlds = Preis - Menge  mit Vektoren: E = (5 3,5) - (12% ) =50 4+ 70 =120
Beispiel
N 4 - b1
< Bestimmen Sie b; so, dass die Vektorena =|-3|und b =| 2 | senkrecht aufeinander
stehen. 1 -2
L6ésung
I 4 b1
a~b:(—3)- 2 |=4bj—6—-2=4b;—8=0 Ergebnis: by =2
1 -2

> 2
undb=(2

Die Vektoren a = stehen senkrecht aufeinander.

4
-3
1
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Aufgaben
1 Untersuchen Sie, ob die Vektorena und B) zueinander orthogonal sind.
1 1 10 2
a)5)= 3;B)=(—1) b) a-= —3;B)=(3
-2 —1 -4 3
) > S5 2
2 Bestimmen Sie einen Vektor n, der senkrecht auf dem Vektor a =| 5 | steht.
-3
S [2) - -1 _ |4t
3 Die Vektorena =|1|,b =| 2 |undc; =| 2t | spannen
2 0 -5t
fur jeden Wert von t mit t € R\{0} einen Korper auf.
Die Abbildung zeigt den Sachverhalt beispielhaft
flr einen Wert von t.
Zeigen Sie, dass die aufgespannten Korper Quader sind.
4 Gegeben sind die Punkte A(3|3]5),B(~1| —1|Hund C@2 | 2| -1).
.= 1 — —>
Zeigen Sie: n = | 1| steht senkrecht auf AB und auf AC.
0
—> —>
Geben Sie einen weiteren Vektor an, der senkrecht auf AB und auf AC steht.
5 Gegeben sind die Punkte A(1|3]3),B(5|1| -1 und C(3|5]| -5).
Zeigen Sie: Das Dreieck ABC ist gleichschenklig-rechtwinklig mit dem rechten Winkel im
Punkt B.
6 Die Punkte A(2|4]3),B(4|6]4),C(2|7|6)undD(0|5]5)liegen in einer Ebene.
Untersuchen Sie, ob das Viereck ABCD eine Raute ist.
Wenn ja, ist das Viereck ABCD ein Quadrat?
. . > 3> 5 -> 2
7 Gegeben sind die Vektoren a = 14 b= -27 und ¢ = ; .
a) Zeigen Sie, dass a orthogonal zu B) und nicht orthogonal zu Cist.
b) Gegeben ist ein weiterer Vektor 3 =| 4 | mitd € R. Zeigen Sie, dass es kein d gibt,
d -
sodass der Vektor 3 orthogonal zu 3 und auch orthogonal zu b ist.
8 Gegeben sind die Punkte A (= 2[1] =2), B (1] 2] =1) und C (1]1] 4) sowie fiir eine reelle
Zahl d der Punkt D (d[1] 4).
a) Zeigen Sie, dass A, B und C Eckpunkte eines Dreiecks sind.
b) Das Dreieck ABD ist im Punkt B rechtwinklig. Ermitteln Sie den Wert von d.
9 Gegeben ist das Viereck ABCD mit den Eckpunkten A(O| 0]|0), B(- 3| 1|4), C(2| - 4|4)

und D(5 | = 5] 0).
Weisen Sie nach, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm, aber kein Rechteck ist.


https://mvurl.de/ol5w

	0206-05.pdf
	I Funktionen
	1	Vertiefung der Mathematik aus der Sekundarstufe 1
	1.1	Einführung in Funktionen
	1.1.1	Das rechtwinklige Koordinatensystem
	1.1.2	Definition einer Funktion

	1.2	Lineare Funktionen
	1.2.1	Definition einer linearen Funktion
	1.2.2	Aufstellen von Geradengleichungen
	1.2.3	Schnittpunkte
	1.2.4	Modellierung und anwendungsorientierte Aufgaben


	2	Potenzfunktionen
	2.1	Definition und Eigenschaften
	2.1.1	Potenzfunktionen mit natürlicher Hochzahl
	2.1.2	Potenzfunktionen mit negativer ganzer Hochzahl
	2.1.3	Potenzfunktion f mit f(x) = ​x​​ 1 __ n ​​ 

	2.2	Transformationen
	2.3	Potenzgleichungen
	2.4	Anwendungen von Potenzfunktionen

	3	Polynomfunktionen
	3.1	Definition einer Polynomfunktion 
	3.2	Polynomfunktionen und ihre Eigenschaften
	3.2.1	Globales Verhalten 
	3.2.2	Symmetrie 

	3.3	Polynomgleichungen und geometrische Interpretation
	3.3.1	Lösung von Polynomgleichungen
	3.3.2	Gemeinsame Punkte von Graphen mit der x-Achse  
	3.3.3	Gemeinsame Punkte von zwei Graphen   

	3.4	Aufstellen von Funktionstermen
	3.5	Polynomfunktionen in Anwendungen
	3.5.1	Modellierung und anwendungsorientierte Aufgaben
	3.5.2	Optimierungsprobleme


	4	Exponentialfunktionen
	4.1	Einführungsbeispiele
	4.2	Definition einer Exponentialfunktion
	4.3	Die Euler’sche Zahl e
	4.4	Exponentialfunktionen zur Basis e
	4.5	Transformationen
	4.6	Schaubilder von Exponentialfunktionen
	4.7	Aufstellen von Funktionstermen
	4.8	Exponentialgleichungen und geometrische Interpretation
	4.8.1	Der Logarithmus
	4.8.2	Exponentialgleichungen 
	4.8.3	Bestimmung von gemeinsamen Punkten

	4.9	Wachstumsprozesse
	4.9.1	Lineares Wachstum (Zu- und Abnahme)
	4.9.2	Exponentielles Wachstum 
	4.9.3	Beschränktes Wachstum


	5	Änderungsrate und grafisches Differenzieren
	5.1	Änderungsrate
	5.2	Grafisches Differenzieren
	5.3	Ableitungsregeln


	II Vektorielle Geometrie
	1	Raumanschauung und Koordinatisierung
	1.1	Punkte 
	1.2	Vektoren
	1.3	Rechnen mit Vektoren
	1.3.1	Addition und Subtraktion
	1.3.2	Skalare Multiplikation


	2	Maße und Längen
	2.1	Betrag eines Vektors
	2.2	Skalarprodukt 
	2.3	Flächenberechnungen


	Grundwissen
	1	Zahlenmengen
	2	Algebraische Begriffe und Vorübungen
	2.1	Begriffe
	2.2	Rechnen mit Summen und Differenzen
	2.3	Rechnen mit Brüchen
	2.4	Vereinfachung durch Ausklammern
	2.5	Rechnen mit Potenzen  

	3	Gleichungen und Gleichungssysteme
	3.1	Lineare Gleichungen
	3.2	Lineare Gleichungssysteme 
	3.3	Quadratische Gleichungen


	Anhang
	1	Exkurs: Probleme lösen
	2	Lösungen der Tests
	3	Lösungen der Aufgaben im Kapitel Grundwissen
	4	Einführung in Geogebra, Geogebra- und Videolisten
	Mathematische Zeichen
	Stichwortverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis





