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Trigonometrische Funktionen

4.

4.2 Gemeinsame Punkte

Beispiel

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =1,5sin(3x); x€[-0,5; .
Bestimmen Sie die Nullstellen von f.
Zeigen Sie: Je zwei aufeinanderfolgende Nullstellen haben einen Abstand von %

L6ésung

Bedingung fir die Nullstellen: f(x) =0 1,5sin(3x) =0 [:15
sin(3x)=0
3x=0; +m; £27; +3m .. |:3

x=0; £73; :t%n; 7T .
Nullstellen von f auf D: y
X1=0; X;=7%; X3=%n; Xa=T T

Man erkennt; Je zwei aufeinanderfolgen- I K

de Nullstellen haben einen Abstand von %

Beispiel

< Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =3cos(7x); xeR.
Bestimmen Sie die exakte Periode und damit drei Nullstellen von f.

L6ésung y x=4

f hat die Periode p = % =8. / K
4 2

Kz f(x) = 3cos(7x) ist symmetrisch zur
Geraden mit der Gleichung x = 4.

(4 ist die halbe Periode, sieche Abb.) » 2 4 6 § X
f hat die Nullstellen x;=2 und x, = 6. -
Weitere Nullstelle: x3=2+8=10 -3
oder x3=-2.
Hinweise: K; ist nicht in y-Richtung verschoben.
cos(Zx)=0 fir Tx==% +3m 28 |13

X =+2; £6; +10; ...

41



42 | Funktionen

Beispiel

2 Kist das Schaubild von f mit f(x) = 2cos (x) +1; xe[0; 2x].
Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von K mit der Parallelen zur x-Achse
durch den Punkt P(0]2).

Lésung

Parallele zur x-Achse durch P: y =2
Die Parallele ist das Schaubild der
Funktion g mit g(x) = 2.
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Gleichsetzen: f(x) = g(x) 2cos(x)+1=2

cos (x) =%
Erste Losung (Schnittstelle) mit WTR: X =5
Weitere L6ésung von cos (x) =% (auf R): X5 = —%
Weitere Losung auf [O; 2x]: X3 = —% +2n= %n

X4=%+2n=%n>2n
Schnittpunkte: Si(3]2) s2(3n]2)
Beispiel

2 Die Graphen der Funktionen f und g mit f(x) = 2sin(x) - V3 und g(x) =4sin(x) - V3
schneiden sich fir xe[-1,5; 7] in drei Punkten. Bestimmen Sie diese Punkte.

L6ésung

Veranschaulichung:
Schaubilder von f und g 4

4
-5
Gleichsetzen: f(x) = g(x) 2sin(x) = V3 = 4sin(x) - V3
sin(x) =0
Schnittstellen: X1=0; Xo=m X3=21
Schnittpunkte: S1(01-V3); Sa(m]|-V3); S3(2n|-V3)

Hinweis: Die Schnittpunkte liegen auf einer Parallelen zur x-Achse mit der
Gleichung y = —V3.
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Beispiel

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =sin(2x) +1; xeR.
Es gibt unendlich viele Stellen, an denen die Funktionswerte von f null sind.
Bestimmen Sie diejenige exakt, die am ndchsten bei null liegt.
Erldutern Sie, wie sich die anderen Stellen aus dieser berechnen lassen.
Die gemeinsamen Punkte von K¢ und der x-Achse sind Berihrpunkte.
Erldutern Sie diese Behauptung.
Skizzieren Sie ihr Schaubild K.

Lésung
Nullstellen von f
Bedingung: f(x) =0 sin(2x) = -1 y =sin(z)
Der WTR liefert fur die Gleichung |
sin(z) = -1 eine exakte Lésung: z; = —%
Einzige Ldsung ,,auf einer Periode".

Losung in z: 71=-5

Losung in x: Mit z = 2x 2x=-% [:2
Xy = _%

Nullstelle von f, die am nachsten bei null liegt: ~ x;= -7

Die weiteren Nullstellen erhalt man durch Addition von Vielfachen einer Periode von f.

Fur die Periode von f gilt: p= 22—“ =1
Nullstellen auf R: Xp=-Z+n=3n
X3 = —% +2n = %n
X4 = —% +3n= %n
Das Schaubild K¢ beriihrt die x-Achse. Skizze von Kg
Begriindung: y
Esist zu zeigen: f(x)>0 )
sin@x) +1=0 Ks
sin(2x) > -1 ]
wahre Aussage fir alle xeR,
da —1<sin(2x)<1. /
2 4 6 X
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Funktionen

Definition: Die Funktion f mit
f(x) = sin(x); xeR, heipt Sinusfunktion.

Beachten Sie:
sin(0) =0
-1<sin(x) <1
Periode p=2n

Nullstellen:
sin(x) =0 & x=0; £x; £2m; +3m; ...

Definition: Die Funktion f mit

f(x) = cos(x); xeR, heift Kosinusfunktion.

Beachten Sie:
cos(0) =1
-1<cos(x) <1
Periode p=2n

Nullstellen:
cos(x)=0 & x = i%n; :t%n; :tgn;

Das Schaubild einer Funktion f mit
f(x) = asin(kx) + b bzw.

f(x) =acos(kx) +b

hat die Amplitude |a] (positiver Wert)

und die Periode p = ZT“; k>0

Es entsteht aus der Sinus- (Kosinus-) kurve
durch:

Streckung in y-Richtung mit

Faktor a (a > 0)

(Fir a < 0: zusatzlich eine Spiegelung

an der x-Achse)

Streckung in x-Richtung mit Faktor%
Verschiebung in y-Richtung um b

V4
y = sin(x)
1..
n p n
) 1 2 3\ U4 5/({ X
-1
p
y y = cos(x)
| p
/A 1 W5 6 X
_].

y = 2€0S(TX)

w =

2 X

N7
0

a=2,b=0

Aus p =2 folgt k = 7.

y = 2¢0S(mX) + 3

V= 2¢0s(mx)

y = 2c0s(x)

Hinweis: Verschiebt man G:y =sin(x) um c in x-Richtung, so erhdlt man G*:y =sin(x - ¢).
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Aufgaben

1 Berechnen Sie die Nullstellen von f auf D = [0; 2r].

a) (0 =2sin($x) b) f(x)= cos(1,5x) ) f(X)=sin(2x) -1

2 Bestimmen Sie die exakten Nullstellen der Funktion f auf D = [-4; 6,5].

a) f(x)=-2cos(x)+1 b) f(x)=4sin(x)+2 c) f(x)=2sin(x)+V2

3 Beschreiben Sie die Eigenschaften der Funktion f und ihres Schaubildes (Periode,
Amplitude, Wertebereich, Symmetrie). Skizzieren Sie das Schaubild von f.
Berechnen Sie zwei Nullstellen von f ohne Verwendung eines Hilfsmittels.

a) f(x):%sin(%x) b) f(x)zZ—Zcos(%x) c) f(x)=-35in(%x)

4 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,5sin(x) + 0,25; xe€[-1; 2x].

Berechnen Sie zwei aufeinanderfolgende Nullstellen ungerundet.

Das Schaubild von f schneidet die Parallele zur x-Achse durch (0] 0,5) in zwei Punkten.
Bestimmen Sie die exakten Koordinaten.

Wie dndert sich der Funktionsterm, wenn man das Schaubild von f um 2 nach links ver-
schiebt?

K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = cos(2x) +1; xe[-2; 5].
Zeigen Sie, dass fin x =% eine Nullstelle hat.

Bestimmen Sie die weiteren Nullstellen im Definitionsbereich.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 3sin(nx); xe[-0,5; 2,5].
Zeigen Sie: Zwei aufeinanderfolgende Nullstellen haben einen Abstand von 1.

Bestimmen Sie mithilfe der Periode die exakten Nullstellen von f bzw. g im gezeichneten
Bereich. Geben Sie einen méglichen Funktionsterm an.

y K, y4

Eine trigonometrische Funktion f hat die Periode p = 6. Ihr Graph verlduft durch den
Ursprung. Der Wertebereich ist das Intervall [-5; 5].
Bestimmen Sie einen mdéglichen Funktionsterm und geben Sie zwei Nullstellen von f an.
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IIl Differenzialrechnung

1 Ableitung von Funktionen

Modellierung einer Situation

In der Pause eines Openair-Konzerts nimmt
der Kioskbesitzer Huber ein Getrank aus
dem Kihlschrank. Da es nicht verkauft wird,
erwarmt es sich.

Der Term T(t) =27 -19e70!t; t>0

(t in Minuten, T (t) in Grad Celsius) beschreibt
ndaherungsweise den Erwarmungsvorgang.
Welche Temperatur hat das Getrank, wenn es
die Umgebungstemperatur hat?

Zu welcher Zeit steigt die Temperatur am schnellsten an? Wie grop ist dieser Anstieg?
Bestimmen Sie fir die ersten 15 Minuten die durchschnittliche Temperaturanderung.

Fir das Openair-Konzert soll rechts
neben einer Gebdudewand eine Bihne
errichtet werden. Die Bihnenriickwand L
soll die Form eines Bogens haben (siehe
Abbildung, nicht maf3stabsgerecht).

In einem Koordinatensystem wird der

Bogen durch den im 1. Quadranten Bi]h‘nenrijc‘kwand‘
verlaufenden Teil der Funktion f mit o 1 2 3 4 5 C x

1 14 53 Biihne
f(x) =§x3—§x2+?x—8, (ALE&1m)

/ =

Befestigungsseil
Q
S

Gebdudewand

beschrieben. Zur Sicherung der Biihnenkonstruktion wird ein Seil vom Punkt A(0|6,4) an
der Gebauderickwand zum Punkt C(8]0) auf dem Boden gespannt. Der fir den Aufbau
zustandige Techniker behauptet, das Seil berthrt die Blihnenrtickwand in einem Punkt B
und eine von O zu B fiihrende Stabilisierungsstitze verlauft senkrecht zum Seil.
Uberpriifen Sie diese zwei Behauptungen.

Qualifikationen & Kompetenzen

+ Mittlere und lokale Anderungsrate
berechnen

+ Ableitungsregeln anwenden

« Tangentengleichung bestimmen

+ Ableitung grafisch veranschau-
lichen und interpretieren

» Modellieren von realen Situationen

Bearbeiten Sie diese Situation, nachdem
Sie die rechts aufgefiihrten Qualifikationen
und Kompetenzen erworben haben.




Ableitung von Funktionen

1.1 Anderungsrate

Bei Wachstumsvorgdngen andert sich im Allgemeinen der Bestand in Abhdngigkeit von der
Zeit, z.B. die Bevdlkerungszahl in Deutschland, der Durchmesser eines Baumes, die Gesamt-
kosten einer Produktion, die Geschwindigkeit eines Autos, der Zufluss in ein Gefaf3 usw.

Bei einem Wachstumsvorgang kommt es jedoch nicht nur auf den Bestand an, sondern auch
darauf, wie schnell sich der Bestand andert.

Diese ,,Schnelligkeit” versucht man mathematisch zu beschreiben.

Beispiel

< Wahrend eines Dauerregens wird die Wassermenge
(Volumen in Liter) in einer Regentonne in Abhangigkeit
von der Zeit (in Minuten) gemessen.
Zeitinxinmn | o | 1 | 3 | s
Volumenyin¢ | 25 | 292 | 36 | 58

Berechnen Sie die Volumenanderung pro Minute.
Ubertragen Sie die Messdaten in ein Koordinatensystem.

Lésung
Volumendnderung pro Minute v
Ay _292-25 60 S
auf dem Intervall [0; 1] : — = — =472
AX 1-0 50
A -
auf dem Intervall [1; 3] : 5% = 37’63# = 82;4= 42 40 b 292
% Ax=3-1
Zeitintervall [0;1] [1;3] [3;5] 20
Dauer in min (Ax) 1 2 2 10
Volumenanderung Ay 42 8,4 204 0 1 2 3 4 5 X
Anderungsrate in % 42 42 102
. . . . Ay Y2 Vi
Das Volumen &ndert sich pro Minute auf dem Intervall [O; 1] A%
bzw. [1; 3] um 4,2(, d.h.: 5L =42,
Mit anderen Worten: 4,2# ist die mittlere Anderungsrate des Volumens.
Auf dem Intervall [3; 5] ist die mittlere Anderungsrate des Volumens 10,2#.

Die mittlere Anderungsrate % entspricht der Steigung der Strecke AB bzw. BC.

Die (mittlere) Anderungsrate einer Funktion im Intervall [a; b] ist der
Differenzenquotient %.

Mit dem Differenzenquotient kann z.B. beschrieben werden:

+ die mittlere Steigung

+ die mittlere Kostenzunahme
+ die mittlere Weganderung
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Beispiel

2 Bei der Produktion eines Artikels werden die Gesamtkosten in € pro Tag, in
Abhangigkeit von der Ausbringungsmenge x (in Stick), festgelegt durch:
K(x)=x2+3x+100; x>0
Von x =5 soll die Produktionsmenge um 10 Stlick erhdht werden.
Bestimmen Sie den mittleren Kostenzuwachs.
Bestimmen Sie den momentanen Kostenzuwachs fir x = 5.

L6ésung
X | 5 | s yin€
Ko | 4o 370 - /'/
300 e
Mittlere Anderungsrate von K auf [5; 15] = Ay =370 - 140
Ay _ K = Kx) 2001,
AX X2 =X 100 Ax=1515
Ay _ K(5) - K(5) _ 370 - 140 in Stii
AT 15-5 = 0 0 X in Stuick
0 5 10 15

Ay _
Ax= 23

Erhdht man die Produktion von 5 Stlick auf 15 Stlick, so erhdhen sich die Kosten durch-
schnittlich um 23 €/Stiick.

Bedeutung der (mittleren) Anderungsrate

Die Anderungsrate ist die Steigung m der Sekante (AB), d.h. m =

Dies entspricht der mittleren Kostenzunahme.
Da sich die Kurve und die Strecke AB auf dem Intervall [5; 15] unterscheiden, ist 23 nur
ein Naherungswert und nicht die tatsachliche Kostenzunahme (Grenzkosten) bei der

Produktion von 5 Stick.
Diesen Ndherungswert kann man verbessern, indem man die Abstdnde Ax verkleinert,
d.h. den Punkt B ndher an den Punkt A ,,wandern” lasst.

Ay
AX*

Welche momentane Kostenzunahme liegt nun tatsdchlich nach 5 Stiick vor?
Dazu berechnet man die Anderungsraten fiir Ax — O.

Intervall [5; x;] [5;10] [5; 6] (5,511 [5;5,01]

Ax=X>-5 10-5=5 6-5=1 51-5=0]1 501-5=001 —0
Ay = K(x2) = K(5) 230—-140=90 | 154 -140=14 | 141,31 —140 =131 | 140,301 - 140 = 01301
metet 2-18 Ly =Bl Y-Bor -1
Die momentane Anderungsrate (Grenzkosten) bei 5 Stiick betrégt 13%.
Hinweis: Mittlere Anderungsrate von K im Intervall [5; x,]: % = %:P;(S)

Fiir Ax =X =5 — O erhdlt man die
momentane Anderungsrate von K an der Stelle x = 5.
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Beispiel

< Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —%xz +3x; xeR.
a) Berechnen Sie die mittlere Anderungsrate im Intervall [1; 3.
b) Ermitteln Sie die momentane Anderungsrate an der Stelle x = 1bzw. an der Stelle x = 4.

Lésung

a) Mittlere Anderungsrate auf [1; 31: Ly 1T _45-25

Ax T 3-1 7 2

Die Steigung der Sekante durch (1]2,5) und (3]4,5) ist 1.

1

1!

b) Mittlere Anderungsrate auf [xy; x1: w
Fir x; =1: —f(xfi::m
Untersuchung fir Ax =x, -1— 0
Intervall [1; x] [ [1;1,01] [1;1,001] [1;1,0001]
Tabelle Ax =X -1 01 0,01 0,001 0,0001
% 195 1995 19995 199995

Die mittlere Anderungsrate stebt gegen 2. Die momentane Anderungsrate in x =1 ist 2.

f(xp) - f(4
Untersuchung fir xq = 4:% und Ax=x,-4—0
Intervall [4; x5] [4;41] [4;4,01] [4; 4,001]
Tabelle AX =X -4 01 0,01 0,001
) - 1) ~1,05 1,005 ~1,0005
X2 4

Die mittlere Anderungsrate stebt gegen — 1. Die momentane Anderungsrate

inx=4ist-1. VA

| @ Sekante
Grafische Interpretation: §
Die Tangente an der Stelle x =1 hat ‘3‘ <5 Ay = fOJ0)
die Steigung 2. oL TR
Die Tangente an der Stelle x = 4 hat i Grapivan f
die Steigung — 1. } } } ; ;

12 3 4 5 6\ X

Hinweis: Die momentane Anderungsrate entspricht der Steigung der Tangente.

. . f(xp) — f
Die mittlere Anderungsrate von f auf [x;; X51: %

gegen die momentane Anderungsrate von f an der Stelle x;.
(Grenzwert der mittleren Anderungsrate).

strebt fir x; — X
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1

2

a)
b)

c)
d)

C. -

a)
b)

c)

Berechnen Sie die mittleren Anderungsraten von f mit f(x) = x2 - x +1 auf den
Intervallen: [0; 31, [1; 1,51 und [-4; -2,5] .

Chemische Reaktionen kdnnen langsam oder schnell ablaufen.
Bringt man z.B. Zink in Salzsdure, entsteht Wasserstoff.
Die folgende Tabelle gibt die Menge des Wasserstoffs in
Abhangigkeit von der Zeit an.
Zeitins | 2| 4] 6] 8|0l
Menge Wasserstoffinml | 21 | 305 | 355 | 405 | 425 | 43

Erstellen Sie hierzu ein Diagramm.

Berechnen Sie die mittleren Anderungsraten auf den
folgenden Intervallen [2; 4], [4; 8] und [8; 12].

Was lasst sich Uber die Wasserstoffproduktion aussagen?

Ein Pudding kihlt nach seiner Zubereitung ab.

Der Term T(t) =20 +70e 01t t>0 10(;/ f

(t in Minuten, T(t) in Grad Celsius) be- N

schreibt den Abklihlvorgang. 80

Die Abbildung zeigt das Schaubild der 607

Funktion T. 407

Von welcher anfanglichen Temperatur geht 207

man aus? % 0 2 0 1

Welche Temperatur hat der Pudding, wenn

er abgekihlt ist?

Zu welcher Zeit ist die ,,Geschwindigkeit”, mit der sich der Pudding abkihlt, am gropten?
Berechnen Sie flr die ersten 10 Minuten die durchschnittliche Temperaturdanderung.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz -3x.

Berechnen Sie die mittlere Anderungsrate von f auf dem Intervall | = [2; 5].
Bestimmen Sie die Gleichung der Sekante g durch P(2|f(2)) und Q(5|f(5)).
Zeichnen Sie die Schaubilder von f und g in ein Koordinatensystem.

Ermitteln Sie die momentane Anderungsrate von f an der Stelle x = 2.
Interpretieren Sie geometrisch. hinem
800
Die Abbildung zeigt den Wasserstand h in 700
Cuxhaven (in cm Uber Pegelstand) zur Zeit t. ggg
Dabei entspricht t = 0 der Uhrzeit 400
0:00 Uhr. ggg
Bestimmen Sie mithilfe der Abbildung 100

die grépte Anderungsrate der Héhe h. )
0 3 6 9 12 15 18 21 24tinh
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1.6 Senkrechtes Schneiden, Beriihren

Die Kurven K und G schneiden sich senkrecht
Beispiel

2 Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = 2x3 -1 x und g mit g(x) = x2 + 2x; xeR.
8 2

K ist das Schauild von f und G ist das Schaubild von g.
Zeigen Sie: Die Schaubilder K und G schneiden sich im Ursprung senkrecht.

Lésung

Beachten Sie:

K von f und G von g schneiden sich in S senkrecht (orthogonal), wenn die
Tangenten an K und G in S senkrecht aufeinander stehen.
Bedingungen: f(xs) = g(xs) und f'(xs)-g’'(xg) = —1

Schnittstelle xs =0 ist gegeben. G z K

Die Bedingungen werden durch

Einsetzen gepriift: * f(0) = 0=g(0) w.A. 21

Ableitungen: H

ro=2x-4 gr=2x+2

Mit '(0) =-7 und g'(0) =2 folgt: AN 4 g
_1 L

< f7(0)-g’'(0) = -1 w. A.

Beispiel

2 Kund G sind die Graphen von f mit f(x) =%~ e* +1 und von g mit g(x) = —x2 + 3x; XER.
Zeigen Sie, dass sich Kund G in x =1 berlhren. Geben Sie den Berlhrpunkt an.

Losung g
Gemeinsamer Punkt mit x = 1: A
=g 22 wA ) )
Gleiche Steigung in x = 1: ) Tangente
H ’ — 1 . . 7 P . T
Mit f'(x) = g-e% g'(x) =-2x+3: [ B B 6
() =g'() 121 w.A. =
Beriihrstelle: x=1 4 1 2 3\X
Berlhrpunkt: B(1]2) 1
Beachten Sie:
Der Beriihrpunkt B(u]...) ist + gemeinsamer Punkt von K und G f(u) =g
* mit der gleichen Steigung. '(u) = g'(u)
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Beispiel

< Kist der Graph von f mit f(x) = x2+2; xeR.
G ist der Graph von g mit g(x) = —x2+ 4x; x€R.
Es gibt eine Stelle u, in der K und G die gleiche Steigung haben. Gibt es in x = u eine
gemeinsame Tangente? Wenn ja, bestimmen Sie die Gleichung.

L6ésung
Ableitungen: f'(x) =2x; g'(x)=-2x+4
Gleiche Steigung: f'(x) = g'(x) 2x=—-2x+4

x=1
Gemeinsamer Punkt: f()=3
AQ3)
gh=3

In A(1|3) haben K und G die gleiche Steigung;

A ist ein Beruhrpunkt.

Es gibt eine gemeinsame Tangente.

Mit m = f'(1) = 2 ergibt sich aus y=2x+b

durch Punktprobe mit A(1]3): 3=2-1+b . . . .
b=1 i 12 3 X

Gleichung der Tangente:y = 2x +1

y K y
G Y
S —
4 | X
u X
Gemeinsa-
mer Punkt S(ulfw) S(ulfw) B(u|f())
Bedingung f(u) = g(u f(u) = g(u) f(u) = g(u)
Zusatz

K und G schneiden sich K und G beriihren sich in
in S(u|f(u)) senkrecht. B(ul|f().

Bedingung f/(u)+g’(u) = —1 f'(u) = g’(u)
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Aufgaben

1

a)

K und G sind die Schaubilder der Funktionen f mit f(x) =-0,5x3+2x +1 und g mit
gx)=-05(x3+2x2+x-2); xeR.
Bestatigen Sie, dass sich Kund G in x = 0 senkrecht schneiden.

Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = V2 - sin(x) und g mit g(x) = cos(x); xeR.
Die Schaubilder von f und g beriihren sich in x = 7.
Bestdtigen Sie diese Behauptung.

s
(3}

Die Abb. 1 zeigt die Schaubilder K und G der beiden
Funktionen f mit f(x) = —%(x3 -6x2+32) und

gmit g(x) =x2-4; xeR. -3 A Al 1 4\§\KX
K und G haben zwei gemeinsame Punkte. Zeigen Sie, 2

dass nur einer dieser Punkte ein Berihrpunkt ist.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2sin(nx) + 2; x€[0; n]. Ihr Schaubild ist K.
Zeigen Sie, dass die Gerade mit der Gleichung y = -2znx + 2 + 21 Tangente an Ky ist.

Zeigen Sie: Die Schaubilder von f mit f(x) = e2X; xelR und g mit g(x) =2eX—-1 haben
eine gemeinsame Tangente.

Die Tangente an das Schaubild K von f mit f(x) = 2sin(x); x€R, im Ursprung, ist Tangen-
te an das Schaubild G von g mit g(x) = 0,5x2 + 2; xeR.
Uberpriifen Sie diese Behauptunag.

Bestimmen Sie die Koeffizienten a, b so, dass sich die Schaubilder K von f und G von g an
der Stelle x; =1 berthren.
f(x)=05(x2+3); g(x) =ax2+bx b) f(x)=x3-x2+4; g(x)=aeX+b

Die Abb. 2 zeigt die Schaubilder der beiden Funktionen Abb.2
fmit f(x)=1-x-sin(x) und H
gmit g(x) = %(ex+ 10; xeR.

Ordnen Sie jeder Funktion die zugehoérige Kurve zu.
Begriinden Sie. Machen Sie eine Aussage uber die

gegenseitige Lage der beiden Kurven. 432 A —21- \]Q X

Begriinden Sie rechnerisch.

Abb. 3 YAY=-2x+6
Ein Motorboot rast langs der Kurve K auf 6
die Kaimauer zu. 4 %,
2 %
&

Wie grof ist der Kollisionswinkel?
Hinweis: Verwenden Sie die Steigungswinkel. 32 1 | AN 5 X

_4 1
- Y=g xtx-2




Kurvenuntersuchung 15

Beispiel

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = %x3 -x2+x+3; xeR.
Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten von K.

L6ésung
Um das Krimmungsverhalten von K zu untersuchen, bestimmt man den Wendepunkt.
Ableitungen: f'(x) = %xz =2x+1 700 =x-2; f"(x)=1#£0

Notw. Bedingung fiir eine Wendestelle: f’(x) =0 x-2=0
Einzige (einfache) Losung: X=2

Nachweis: f”(2)#0
x = 2 ist Wendestelle, die Krimmung wechselt.

Mit f"(0) =-2<0 qilt: y
Flr x <2 ist K eine Rechtskurve, 4t
fir x> 2 ist K eine Linkskurve.

LT T

1 Rechtskurve

W Linkskurve

Hinweis: In einer Wendestelle findet ein
i Ubergang von Rechts- in Linkskrimmung NN
i oder umgekehrt statt. /'1 1 2 | 3 45 X

Beispiel

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = e2X - x + 2; xeR.
Anton behauptet: K ist eine Linkskurve. Nehmen Sie Stellung.

L6sung
Um das Kriimmungsverhalten von K zu bestimmen, untersucht man K auf Wendepunkte.
Ableitungen: f(x) = 2e2X = 1; f"(x) = 4e2X; f(x) = 8e2X

Notw. Bed. fiir eine Wendestelle: f”(x) =0 4e2x=0
Wegen e2*> 0 hat die Gleichung keine Ldsung.
Es gibt keine Wendestellen.

Da f"(x)=4e2%x>0,

ist K eine Linkskurve. \
4..

Anton hat Recht. 2T
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Differenzialrechnung

Beispiel

2 Die Kosten eines Betriebes in GE fiir x ME lassen sich durch eine Funktion K mit

K(x)=x3-6x2+14x +18; 0<x <6 berechnen.

Fir welche Ausbringungsmenge x wird der Kostenzuwachs am geringsten?

L6ésung

Der Kostenzuwachs entspricht der momenta-
nen Anderungsrate (Steigung) von K und I&sst
sich mithilfe der ersten Ableitung bestimmen.

Kostenzuwachs (Differenzialkosten)
K'(x)=3x2-12x+14

Bestimmung der Wendestelle

Der Kostenzuwachs ist am geringsten, wenn
die Differenzialkostenkurve (Parabel)

ihren tiefsten Punkt im Scheitel erreicht

oder

wenn der Graph von K’ einen Tiefpunkt hat.

Notwendige Bedingung:

K’(x) =0
6x-12=0
Xx=2

Mit K”(x) =6 >0 wird K minimal in x = 2.

601

407

201

201

[ S PRI SN ENERS SR 1 TR

Der Punkt mit der geringsten Steigung ist der Wendepunkt des Graphen von K.
Bis zum Wendepunkt W (bis x = 2) nimmt die Steigung ab, um nach W (fiir x > 2) wieder zu

wachsen.

Beispiel

2 Die Schwingung eines Federpendels I&sst sich beschreiben
durch das Elongations-Zeit-Gesetz: s(t) = sg sin(ot).
Bestimmen Sie einen Term zur Berechnung der maxima-

len Geschwindigkeit.

Lésung
v(t) =s'(t) =spocos(ot)

v wird maximal fur cos(wt) =1, dannist Vpax = Spo.

oder v ist maximal (notwendige Bedingung),
wenn V'(t) =s"(t) = 0,
d.h. im Wendepunkt des Schaubildes von s.

l
T N



Kurvenuntersuchung
Aufgaben
1 Berechnen Sie die Koordinaten der Wendepunkte des Schaubildes von f.
a) foo=5x3-2x+3 b) f(0=ax4-1x3-2 ) f(0=-gx3+x2+3x+3
d) f(x)=4x2—%x4 e) f(x)= 0,5sin(x)+2 f) f(x)=x+cos(x); xe[-1;7]
2 Untersuchen Sie das Krimmungsverhalten von K.
a) f(x)=2-x-x2 b) f(x)=x3+2x c) f(x)=sin2x)+1; xe[0; 3]
3 Maria behauptet: K von f mit f(x) = e3X+x +2; x€R, ist eine Linkskurve.
Uberpriifen Sie.
4 Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente im Wendepunkt (Wendetangente).
a) f(x):%x3—%x b) f(x)=x3-3x2-x+5 c) f(x)=2cos(2x); 0<x<3
5 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 0,5x% - 3x2 + 3; xR mit dem Schaubild K.
Begriinden Sie, dass sich die Wendetangenten auf der y-Achse schneiden.
Ermitteln Sie die Koordinaten des Schnittpunktes S.
Uberpriifen Sie, ob die Wendetangenten von K senkrecht aufeinander stehen.
6 Zeigen Sie: Jede Polynomfunktion 3. Grades hat genau eine Wendestelle.
7 Kist der Graph der Funktion f mit f(x) =— %x3 +x2+x-5; xeR.
Untersuchen Sie, ob die Gerade mit y = 2x — % Wendetangente an K ist.
8 Der Graph der Funktion f mit f(x) = %(x -3)(x2+3); xeR, seiK.
Uberpriifen Sie, ob K im Wendepunkt eine waagrechte Tangente hat.
y
9 Die Abbildung zeigt das Schaubild K einer Funktion f ;
und die Schaubilder von " und f”. !
Ordnen Sie zu. Begriinden Sie lhre Entscheidung. " \
Bestimmen Sie nach Augenmaf3 den Wendepunkt : 1
| 1 X
von K. / " 2<
10 Die Abbildung zeigt das Schaubild K einer Funktion f.
Ubertragen Sie K in Ihr Heft.
Zeichnen Sie nach Augenmaf alle Wendepunkte ein
und lesen Sie die Koordinaten ab.
Skizzieren Sie die Graphen von f"und f”in Ihr Achsen-
kreuz ein. Welche Bedeutung hat die Wendestelle
von f fur den Verlauf des Graphen von f'?
11 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 4cos(%nx); x€[0;10].

Zeigen Sie: Die Nullstellen von f sind die Wendestellen von f.

17




Stammfunktion und unbestimmtes Integral 153

Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = ek

Beispiel

2 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f mit f(x) =e3X; xeR.

Lésung
Die , Aufleitung” der Funktion f mit f(x) = e3%; xeR ist zundchst nicht bekannt.
Wir kénnen diese Funktion jedoch mit der Kettenregel ableiten: (e3x)' = 3e3x,

Somit qgilt fir eine Stammfunktion F: F(x)= %e3x +C

Probe durch Ableiten von f": (%e“ + c)' = %-3e3X = e3x

F(x) = e3x = f(x)

Beispiel

2 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f mit f(x) = e2X*5; xe[R.

Lésung
Aufleitung ergibt die Stammfunktion F mit F(x) = —%e‘2X+5 +c

Probe: —%e‘2“5+c = —%'(— 2) @72X*5 = @72x*5

F/(x) = e2X*5 = f(x)

Hinweis: f(x) = ekx*b = F(x) = iek“b +c k#0

Stammfunktion der Funktion f mit f(x) = sin(kx) bzw. f(x) = cos(kx)

Beispiel
2 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.
a) f(x)=sin(4x); xeR b) f(x) =cos(nx); xeR
Lésung
a) Aufleitung ergibt die Stammfunktion F mit F(x) = —%cos 4x)
Probe ergibt: ~2C0S (4%)]'= =+ (~4)sin(4X) = sin (4x)
b) Aufleitung ergibt die Stammfunktion F mit F(x) = % sin (mx)
Probe ergibt: F'(x) = cos (nx) = f(x)
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IV Integralrechnung

f(x) =sin(kx) = F(x) = —%-cos(kx) +c; k#0

£(x) = cos(kx) = F () = £-sin(kx) +¢; k#0

Beispiel

2 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f mit f(x) = le3x = 5sin(2x); xeR.
3

Lésung

Aufleitung ergibt die Stammfunktion F mit F(x) = %e3x +%cos(2 X)

Probe durch Ableiten von F: (%e3x)'=

und

1

1. 3X = 2 a3x
5 3e =3e

(3cos@w)= 2-(-2)sin(@x) = -5sin(2x)

F'(x) = %e3x -5sin(2x) = f(x)

Aufgaben

1

a)
d)

9)

2
a)
c)
e)
9)
)

k)

m)

3

F ist eine Stammfunktion von f. Bestimmen Sie F (x).

f(x) = 4e2x+1 b) f(x)=-2e#-2
f(x) = —202x e) f(x)=ge 5
f(x) = —sin(5x) h) f(x) =4cos(5x)
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.

F00 = 205K+ 1 b)
F00 = -ZeSx—x d)
f(x) =2x2=4x+ cos(x) f)
f(0 =2cos(2x) +3x -5 h)
£00 =1-3x2 - 3sin(x) i
f(x) = 4(cos(mx) — e2X +1) )
F0 =233 +3x2+2 - (@ +1) n)

Gegeben ist die Funktion f mit
f(x) =%x3 -2x; xeR.
Bestimmen Sie alle Stammfunktionen von f.

Welche dieser Stammfunktionen gehért zu Kg?

0 f(0=-Te3x-1
f fo0=3e2"

) 00 = 3sin(3x]

fo0 = -Tet -2

F00 = 2x - 4sin(3%) +1
f(x)=1+e-x—2el*x

f (x) =%x ~15cos(3)
f(x) =1,5(1-sin(2x))
f(x) =%x—\/§sin(%x)

fo0 =1-sin(3x) - @x+1)
YA
3..

Ke

A

BCR V. —'1_] ¢ 3 4

_2.
_3.




Stammfunktion und unbestimmtes Integral

Weitere Fragestellungen zu Stammfunktionen

Beispiel
2 Gegeben ist die Funktion f durch f(x) = 4x3 + %x + 3; xeR. Das Schaubild einer

Stammfunktion F von f verlauft durch den Punkt P(=2|7). Bestimmen Sie F (x).

Lésung

Eine Stammfunktion F von f: F(x) =x4+ %xz +3x+c ceR

Punktprobe mit P (-2]7): T=(-24+2(-22+3(-2)+ ¢
c=-6

Gesuchte Stammfunktion F mit F(x) = x4+ %xz +3x-6

Beispiel

2 Fiir die erste Ableitung der Funktion f gilt f'(x) = % x3 + 3x2 - eX,
Das Schaubild von f schneidet die x-Achse in x = 2. Bestimmen Sie f(x).

Lésung

Aufleiten ergibt: f(x) = %x“ +x3-eX+¢ ceR

Punktprobe mit S(2]0): 0 =%-24+23—e2+ c=2+8-¢e2+c
c=e2-10

Funktionsterm f(x) = %x“ +x3-eX+e2-10

Beispiel

< Zeigen Sie, F mit F(x) =2x2-3x +1-4e2X; xeR, ist eine Stammfunktion von f mit
f(x)=4x-3-8e%% xelR.

Lésung
Ableitung von F: F'(x) =4x -3 - 8e2X =f(x)
F ist also eine Stammfunktion von f.

Beispiel

2 Fir eine Funktion f gilt: f(x) =3x2+bx.
Das Schaubild einer Stammfunktion F von f verlduft durch A(0|3) und B(=1]2).
Bestimmen Sie F (x).

L6ésung

Aufleiten von f(x) ergibt: F(x)=x3+ %xz +C

Bedingungen firbundc: F(0)=3 c=3

c =3 eingesetzt: F(x)=x3+ %xz +3
F(-1=2 D3 +2n2e3=2

b=0
F mit F(x) = x3+ 3 ist die gesuchte Stammfunktion von f.
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156 IV Integralrechnung

1 Geben Sie eine Stammfunktion F von f mit F(O) = -1 an.
a) fx)=4x-3 b) f(x)=x3-x4+2 c) f(x)=4eX+x

2 Bestimmen Sie eine Stammfunktion, deren Schaubild die x-Achse in 1 schneidet.
a) f(x)=3e7025x+x b) f(x)=2x3-3x+2

Q—. 3 Welche Stammfunktion F von f erfiillt die gegebene Eigenschaft?
a) f(x) = cos(3x); der Graph von F verlduft durch A (x| 0).

b) f(x) =3x2-6Xx; der Graph von F schneidet die y-Achse in —1.

c) f(x)=025e2x+x2+3;, F(-1)=2

d) f0=1-2x% F@) =5

e) f(x)=6x-4sin(5x); F hat eine Nullstelle in xo = -1.

4 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz(x -6); xeR.
a) Weisen Sie nach: F mit F(x) = 21—4(x4 - 8x3) ist eine Stammfunktion von f.

b) Begriinden Sie, dass F genau eine Extremstelle hat.

5 Das Schaubild einer Stammfunktion F von f mit f(x) = —8x3 + x2 — 3 verlduft durch den
Punkt A(=1]2). Bestimmen Sie F (x).

6 Die erste Ableitung einer Funktion f 1&sst sich durch '(x) = %xz + 4sin(2x) beschreiben.

Das Schaubild der zugehdrigen Funktion verlauft durch den Punkt P (x| 0).
Bestimmen Sie den Funktionsterm f (x).

7 Die Abbildung zeigt das Schaubild einer
Stammfunktion F von f mit f(x) =4 - x; xeR.
Bestimmen Sie F (x).

/1235465 61\8091x

8 Fir die zweite Ableitung der Funktion f gilt f”(x) =1-2x. Das Schaubild von f verlguft
durch den Ursprung mit Steigung 2. Bestimmen Sie f (x).

9 Die Funktion f ist gegeben durch f(x) = —%x3 +bx +4; xeR, beR. Das Schaubild einer

Stammfunktion F von f verlauft durch die Punkte P(3|=7) und Q(1 ’ %)
Bestimmen Sie F (x).
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IV Integralrechnung

Beispiel
2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = —%xz + %x +3.

Wie grof3 ist die Flache, die von K und der x-Achse auf [-2; 4] begrenzt wird?

L6ésung
Nullstelle von f: f(x) =0 ergibt xy=-2; x,=3 v
f hat 2 einfache Nullstellen auf dem Integrationsintervall [-2; 4]. K
4
2
Das Integral J f(x)dx = 9 liefert nicht den Inhalt der Flache. . A A,
-2
Der gesuchte Inhalt muss also in zwei Schritten berechnet /2 4 . '{1 X
werden: -1
3 3 -2
[foodx=[-2x3+1x2+3x]°, = 1042 3

P2
A;=10,42; die zugehdrige Flache liegt oberhalb der x-Achse.

4
j f(x)dx =-1,42<0; A, =142; die zugehdrige Flache liegt unterhalb der x-Achse.
i3

A

ges = A+ Ay =10,42 +1,42 = 11,84

Beispiel

< Der Graph von f mit f(x) = 0,25e™* -1 begrenzt mit der x-Achse und den Geraden mit
x=-=3 und x =0 eine Flache. Bestimmen Sie den Inhalt dieser Flache.

Lésung
Nullstelle von f: f(x)=0 0,25e™*-1=0
x =-In(4)
Stammfunktion von f: F(x) =-0,25e7* - x
Da f auf [-3; 0], in x = —In(4), das Vorzeichen wechselt,

muss der Inhalt in zwei Schritten berechnet werden:
-In(4) 3 -2 3 1 X
« ] foodx =241 -
-3
0

« | fodx=-064
=In(4)
Ages = 2,41+ 0,64 = 3,05. Der Inhalt der Gesamtflache betragt etwa 3,05.
0 -In(4) 0
Hinweis: [foodx=[ foodx+[ f0dx =241+ (-0,64) =177
-3 -3 -In(4)

0

Das Integral f f(x)dx =177 liefert nicht den gesuchten Inhalt, sondern den
-3

Wert der Flachenbilanz. Der Inhalt der Flache oberhalb der x-Achse ist 1,77

grépBer als der Inhalt der Flache unterhalb der x-Achse.



Flacheninhaltsberechnung mithilfe der Integralrechnung 175

Beispiel

IST das Schaubl er runktion t mi X) =g X7 — 35X Xe€ln.
© Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = %3 - 2x% xeR

Wie grof3 ist die Flache, die von K und der x-Achse auf [-1; 5] begrenzt wird?

Lésung
Nullstelle von f: f(x) =0 X12=0; x3=4 y
f hat auf dem Integrationsintervall [-1; 5] 3
eine Nullstelle ohne VZW (xy> = 0) und
eine Nullstelle mit VZW (x5 = 4). 2
5
Das Integral j f(x)dx =-1,5 liefert nicht I
-1
den Inhalt der Fldche. q W 5 X
-1
Flacheninhaltsberechnung: Nullstelle
f(x)dx =-2,86 ohne VZW mit VZW

4
)
5
-« Jfoodx=136
4
Gesamtinhalt: Ages = 2,86 +1,36 = 4,22

Bemerkung: Bei der Fldcheninhaltsberechnung darf man liber eine doppelte Nulistelle
(Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel) hinweg integrieren.

5 4 5
Hinweis: [ f(0dx =] fodx+[f(0dx=~286+136 =150 (Wert der Flachenbilanz)
-1 =1 4

Der Inhalt der Flache unterhalb der x-Achse ist um 1,5 gréper als der Inhalt der
Flache oberhalb der x-Achse.

Berechnung des Inhalts der Flache zwischen dem Graph von f und der x-Achse
auf [a; b]

1) Berechnung der Nullstellen von f auf [a; bl: f(x) = 0 liefert xy, x5, ...
X1

2) Berechnung der Integrale ¢ jf(x)dx
a
X2
- [ foodx
X1
b
+ [foodx
X2
3) Addition der Betrage der Integralwerte
ergibt den gesamten Flacheninhalt: ' ' b \ X

A=A +A+ A3

Graph von f

A b A3
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Integralrechnung

P00

Beispiel

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2e~05% xeR mit Schaubild K.
K, die Koordinatenachsen und die Gerade mit x =u, u>0, schliefen eine Flache mit
Inhalt A (u) ein. Fur welchen Wert von u gilt: A(u) = 27?
Zeigen Sie: A (u) wird nicht gréfer als 4.

Lésung \
Veranschaulichung der Fliche: 2 "
X=U
Rechte Integrationsgrenze: u 1
Flache zwischen K und der x-Achse auf [O; ul:
u
[foodx=[-4e705x] = ~4e705u+ 4 i 2 314 5 X

Au)=-4e05u+4

—4e7 05U+ 4=2
-05u =1
e 2

Inhalt der Flache in Abhangigkeit von u:
Bedingung: A(u) =2

u=-2In(3)~139
Die Flache zwischen K, den Koordinatenachsen und der Geraden mit x = —2In(%)
hat den Inhalt 2. Fir u — oo gilt: A(u) — 4, da —4e 950 -0
Schreibweise: lim A(u) =4
u— oo
Die Flache hat einen endlichen Inhalt A = 4. A(u) wird nicht gréfer als 4.

Aufgaben

1

a)

Bestimmen Sie den Inhalt der gefdrbten Fldache.

Kip f(x)=~- %xz - X Ko f(x) = e05x +1 Ks: f(x) = 3sin(x)

y y y
4/ 3
1
3 2
2 1
/2 1 X 1
1 2 3\ 4 X
_] _1 1 2 _1' \

Gegeben ist die Funktion f. Berechnen Sie den Inhalt der Flache zwischen dem Graph von f
und der x-Achse ber dem Intervall [a; b]. f hat keine Nullstelle in [a; b].

f(x) =cos(x) +2; [-m1] b) f(x) = %x3 - %xz +5; [-1,0]

Gegeben ist die Funktion f mit xeR. Skizzieren Sie das Schaubild von f. Bestimmen Sie
eine Stammfunktion von f und damit den Inhalt der Flache, die vom Graph von f und der
x-Achse eingeschlossen wird.

f0=(x=2(x+1 b) f(x)=-5x3 +4x2 0) () =-Tx4+2x3-3x2



