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Vorwort

Vorbemerkungen

Der vorliegende Band ,,Mathematik fiir berufliche Gymnasien - Jahrgangsstufen 1 und 2"

ist ein Lehr- und Arbeitsbuch fir alle beruflichen Gymnasien in Baden-Wirttemberg flr das
grundlegende Anforderungsniveau (gA).

Das Lehrbuch richtet sich exakt nach dem neuen Bildungsplan fir die gymnasiale Oberstufe,
Mathematik, in Baden-Wiirttemberg, der am 01.08.2021 in Kraft getreten ist.

Dabei bericksichtigt das Autorenteam sowohl die im Lehrplan geforderten inhalts- als
auch die prozessbezogenen Kompetenzen (modellieren, Werkzeuge und mathematische
Darstellungen nutzen, kommunizieren, innermathematische Probleme I&sen, Umgang mit
formalen und symbolischen Elementen, argumentieren).

Von den Autoren wurde bewusst darauf geachtet, dass die im Bildungsplan aufgefiihrten
Kompetenzen und Zielformulierungen inhaltlich vollstandig und umfassend thematisiert
werden. Dabei bleibt den Lehrkraften geniigend didaktischer Freiraum, eigene Schwerpunkte
zu setzen.

Hinweise und Anregungen, die zur Verbesserung beitragen, werden dankbar aufgegriffen.

Die Verfasser

Der Aufbau dieses Buches

Der Stoff in den einzelnen Kapiteln wird schrittweise anhand von Musterbeispielen mit aus-
flhrlichen Lésungen erarbeitet. Dabei legen
die Autoren gropen Wert auf die Verknip-
fung von Anschaulichkeit und sachgerechter
mathematischer Darstellung. Die Gbersichtli-
che Prasentation und die methodische Auf-
arbeitung beeinflusst den Lernerfolg positiv

und bietet dem Schiiler die Mdglichkeit, AMP
Unterrichtsinhalte selbststandig zu erschlie- R
3en bzw. sich anzueignen.

Bedingung fr die Nullstellen: f(x) =

Gemeinsame. Punkte:




6 Vorwort

Jede Lerneinheit schlieft mit einer ausrei-
chenden Anzahl von Aufgaben ab. Diese sind
zur Ergebnissicherung und Ubung gedacht,
aber auch als Hausaufgaben geeignet.
Kompetenzorientierte Aufgaben mit unter-
schiedlichem Schwierigkeitsgrad ermdégli-
chen es dem Schiiler, den Stoff zu festigen
und zu vertiefen. Beispiele und Aufgaben
aus dem Alltag, aus der Wirtschaft und der
Technik stellen einen praktischen Bezug her.
Eine Differenzierung der Aufgaben ist durch
Farben gegeben:

griin: L&sung ohne Hilfsmittel

blau: keine Vorgabe zur Losung

Definitionen, Festlegungen, Merksatze und
mathematisch wichtige Grundlagen sind in
Rot gekennzeichnet.

Die Aufgaben , Test zur Uberpriifung Ihrer
Grundkenntnisse” sind zur Ergebnissiche-
rung und Ubung gedacht, aber auch als
Hausaufgaben geeignet. Sie werden im
Anhang ausfihrlich geldst.

Fir Aufgaben mit dem Download-Logo
stehen ausfihrliche Lésungen zum Download
bereit. Sie finden diese im Downloadbereich
zum Buch auf unserer Webseite

https://www. merkur-verlag.de.

Die Entwicklung mathematischer Kompetenzen
wird durch den sinnvollen Einsatz digitaler
Mathematikwerkzeuge unterstitzt. Im Buch
wird Geogebra in vielfdltiger Weise, zur Erar-
beitung von mathematischen Inhalten und zur
Ldsung von Aufgaben eingesetzt.

Videos dienen der Veranschaulichung von
Problemen und Erlduterung von Lésungswe-
gen. Sie unterstitzen die Lernenden beim Ent-
decken mathematischer Zusammenhéange.

44 1 Analysis

Aufgaben

1 Bestimmen Sie alle Lsungen exakt, die im Interval [0; 2x) liegen.
a) Ssin(x) =0 b) sin(x) =05/2
e sinx+1)=1

© sin=-05

0 sin(3x)=1v3

o -asin(§x) =4

2 Bestimmen Sie alle Losungen, die im Intervall [~ 6,5 liegen
a 3sin(-2=0 b) sin(m =1 © -5sin@x=3

a) 2sin(2x) = sin(2x) -1 ’ bl

b) -4sin(xx) +2/3=0
9 2si 2

o VBsinm-V3=0
o 2si

= 3sin(2x 0 1-2sinx-1=0

1) Definitionsbereich: D = R
2) Wertebereich: W = (~1;1] ., =1ssin(0 1 baw, ~1<cos (0 <1
Sinus- und Kosinusfunktion haben die Amplitude 1,
3 Periodizitat: Wegen sin(x) = sin(x + 22) baw, cos() = cos x + 25) gilt
Sinus- und Kosinusfunktion haben die Perlode 21,
4) Nullstellen von f mit f(x) = sin(x); x & R
Bedingung: f(x) = 0

=0 (i 1201 2x42x
Nullstellen von f: X = 0; ! ’ o

Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1 Ermitteln Sie die Nullstellen von f auf D = [-3; 3)
) 10 = 3sin(xx) b) 106) = cos (4x) ) 100 =sin(x)+}
2 Bestimmen Sie die Am
ie die Ampiitude, die Periode und den Wer
Sestinmen s de de, die Periode und den Wertebereich von f mit
cos(3x)+3; xe R

Wie entsteht das Schaubild von f aus der Kosinuskurve?

Aufgaben

9 1 Bestimmen Sie die Amplitude, die Periode und die Gleichung der Mittellinie.
) 0 = 3sin(4x) b) 100 = 2cos(5x) ) f0==5sin@x) +1

" 0= acos + = 3
cos(ax) +3 © f0)=3-6sin(}) 100 =-2cos(5x)-3

-

g Cleichungen der Form sin(z) = u bzw. cos(2) = u
< &
msersers | Beispiel 1
D Besti i &
immen Sie alle Losungen von sin(x) = £ im Intervall [0; 3],

Lésung

Der WTR gt eine exakte Losung an: = 2

Hinweis: Der Wert kann auc
wels: Der Wert kann auch der Tabelle (*) (Formelsammiung) entnommen werden

3 14 Trigonometrische Gleichungen
und deren geometrische Interpretation

141 L8sung von trigonometrischen Gleichungen
Gleichungen der Form sin(2) = 0 bzw. cos (2) = 0

Vorbetrachtung
"

Man liest ab: sin(0) = 0; sin (+x) = 0 sin(+2x) = 0 \ s



1

Inhaltsverzeichnis

I Analysis 10
Trigonometrische Funktionen und zugehdorige Gleichungen ............................... 10
11 Definition der Winkelfunktionen........ ... .. ... ... . . 12

111 Definition der Winkelfunktionen fir Winkel von 0° bis90° .................... 12
11.2  Definition der Winkelfunktionen fir beliebige Winkel .......................... 16
11.3  Das BogenmaP eines Winkels ... . . 20
1.2 Trigonometrische Funktionen ....... ... ... . . .. . . 21
1.21  Sinus- und Kosinusfunktion ........ ... ... ... 21
1.2.2  Transformationen ... ... . 23
1.3 Aufstellen von Funktionstermen ....... ... ... .. 36
1.4 Trigonometrische Gleichungen und deren geometrische Interpretation.............. 38
141 Losung von trigonometrischen Gleichungen ................................... 38
1.4.2 Gemeinsame Punkte. ... ... ... . 45
1.5 Modellierung und anwendungsorientierte Aufgaben.................................. 50
Verknlpfung und Verkettung von Funktionen ........ .. ... .. ... ... .................. 54
21 Verknlpfung von Funktionen. ... ... ... .. ... . . . 56
211 Summe von FUnKtionen ... ... 56
21.2  Produkt von Funktionen........ ... .. 59
2.2 Verkettung von Funktionen. ... .. ... ... ... . . 60
Differenzialrechnung ... ... . 62
3.1 Ableitungen von Funktionen ... ... .. 64
311 Definition der Ableitung ... .. ... 64
312 Ableitungsregeln .. 67
303 Tangente 79
3.2 Untersuchung von Funktionsgraphen mithilfe der Differenzialrechnung ............. 84
320 MONO ONIE 84
3.2.2 Extrempunkte ... 89
3.2.3 Wendepunkte .o 96
3.2.4 KurvenuntersuChUNg ... .. ... i 105
3.3 Aufstellen von Kurvengleichungen aus gegebenen Bedingungen ...................... m
3.4 Modellierung und anwendungsorientierte Aufgaben ........... .. .. ... .. ... ... 19
3. OptimMIEreN o 128
INtegralreChnUNG ... .. 132
41 EINfUNrUNG ... 134
4.2 Stammfunktion, grafisches Ableiten und Aufleiten ....... ... ... ... .. ... ... ... ... 136
421 Stammfunktion ... ... 136
4.2.2 Grafisches Ableiten und grafisches Aufleiten................................... 142

4.3 Das bestimmte Integral. ... .. .. .. . 146



8 Inhaltsverzeichnis

4.4 Flacheninhaltsberechnung mithilfe der Integralrechnung............................. 155
4.41 Flache zwischen Kurve und x-Achse ... ... i 155

4.4.2 Flache zwischen zwei KUIVEN ... ... . 161

4.4.3 Besondere Aufgabenstellungen bei der Flacheninhaltsberechnung ........... 170

4.5 Anwendungen der Integralrechnung............... .. . . 175
4.51 Flachen in anwendungsorientierten Aufgaben ................... ... ... 175

4.5.2 Interpretationvon Flachen ... ... .. ... ... . . . 177

Il Vektorielle Geometrie 180

1 Lineare Gleichungssysteme ... ... . 180
11 EINfUNrUNG . 182
1.2 Umformung und L&sung eines linearen Gleichungssystems........................... 184
1.21  Das LGS ist eindeutig lésbar ........ .. .. . .. 184

1.2.2 Das LGSistunlosbar ... .. .. 188

1.2.3 Das LGS ist mehrdeutig l6sbar ......... ... .. ... ... 189

1.2.4 Lineare Gleichungssysteme mit Parameter......... ... .. ... .. ... ......... 192

2 Vertiefung der Vektoriellen Geometrie ...... ... . 198
20 GEradeN 200
211 Geradengleichung in Parameterform ......... ... ... ... ... ... ... ... ... ..... 200

21.2 Lage einer Geraden im Koordinatensystem..................................... 205

21.3 Gegenseitige Lage von zwei Geraden............. ... ... i 209

2.2 EDENeN 217
2.21 Ebenengleichungin Parameterform ......... .. .. .. ... .. ... ... 217

2.2.2 Spurpunkte und Spurgeraden einer Ebene .......... ... ...l 222

2.3 Abstandsberechnungen ... .. ... ... ... 226
2.31 Abstand eines Punktes von einer Koordinatenebene. . ................. ... . 226

2.3.2 Abstandvon zwei Punkten..... .. ... ... 227

2.3.3 Abstand eines Punktes von einer Geraden ..................... ... ... 231

2.4 VolumenbereChnUNGeN . ... .. . 233

11l Stochastik 238

1 Umgang mit Zufall und Wahrscheinlichkeit .......... ... .. ... ... ... ... ... .. .......... 238
11 Zufallsexperiment ... .. 240
111 Einstufiges Zufallsexperiment. ... ... ... .. .. .. ... 240

11.2  Mehrstufiges Zufallsexperiment ........ ... ... ... ... ... ... ... 242

12 ErOIgNISSE . 244
1.3 WahrscheinlichKkeit. ... ... .. 249
1.31 Definition der Wahrscheinlichkeit .......... .. ... ... ... ... ... .............. 249

1.3.2 Wahrscheinlichkeit bei Gleichverteilung (Laplace-Experiment) ............... 253

1.3.3 Wahrscheinlichkeit bei mehrstufigen Zufallsexperimenten .................... 256

1.3.4  Additionssatz ... 263

1.3.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit und stochastische Unabhangigkeit ................ 266



1.4 KombinatoriK. .. ... . 276

141 Produktregel ... ... . 276

1.4.2 StiChproben ... .. 277

1.5 Zufallsvariable ... . 285
1501 EinfUnrung. ... o 285

1.5.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung ........ ... .. .. ... ... ... ... 288

1.5.3 Erwartungswert einer Zufallsvariablen ............. ... ... ... ... ............ 291

1.5.4 Varianz und Standardabweichung einer Zufallsvariablen ...................... 296

2 Binomialverteilung ... ... 304
21 Bernoulli-Experiment, Bernoulli-Ketten ........ ... ... . ... ... 306
2.2 Die Bernoulli-Formel. ... ..o 308
2.3 Erwartungswert und Standardabweichung einer Binomialverteilung................. 320

Anhang 327

1 LOsungen der Tests. .. o 327
2 Einflhrung in Geogebra, Geogebra- und Videolisten....................................... 343
Mathematische ZeiChen ... ... 349
StichwortverzeiChnis ... .. 350

Abbildungsverzeichnis. ... ... . 352



W ENWHE

1 Trigonometrische Funktionen und zugehdrige Gleichungen

Viele Vorgdnge in der Natur laufen periodisch ab:
Gondel auf einem Riesenrad, Wasserstand bei Ebbe und Flut, Lungenatmung, Schallwelle,

Pendeluhr, Mondphasen.

Mithilfe von Messungen erhdlt man Daten. Durch die grafische Darstellung dieser Daten
erkennt man den periodischen Verlauf.

mvurl.de/mab9

Qualifikationen & Kompetenzen

e Graphen von trigonometrischen Funktionen erkennen
e Transformationen durchflihren
e Funktionsterme aufstellen

e Trigonometrische Gleichungen I&sen

e Gemeinsame Punkte bestimmen
Realitatsbezogene Zusammenhange mit
trigonometrischen Funktionen beschreiben,
darstellen und interpretieren



https://mvurl.de/vajt

Beispiel 1

Sonnenaufgang und -untergang

Beispiel 2

Gezeiten

Tagesldnge im Laufe eines Jahres

yinh
247

0 + + + + + + + + + + +
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 X
in Wochen

Die Tagesldnge (Zeit zwischen Sonnenaufgang

und Sonnenuntergang) andert sich im Laufe eines
Jahres. Am Diagramm erkennt man, dass sich dieser
Ablauf jedes Jahr wiederholt. Die Funktion, die die
Veranderung der Tagesldange beschreibt, hat die
Periode ein Jahr.

Wasserstand

yinm

51

4l

31

)1

i

0 t 1 t t t t t t )
6 12 18 24 30 36 42 48 Xinh

Die Gezeiten verhalten sich nahezu periodisch.
Damit ldsst sich der Wasserstand vorausberechnen.
Das Diagramm zeigt die Anderung des Wasserstands
an der Nordsee fur zwei Tage im Marz 2021.

Dabei ist x die Zeit in Stunden, x = 0 entspricht
0:30 Uhr am 9.03.2021, y der Wasserstand in Meter
Uber Seekartennull.
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I Analysis

1.1 Definition der Winkelfunktionen

1.1.1 Definition der Winkelfunktionen fiir Winkel von O° bis 90°

In der Trigonometrie beschaftigt man sich mit Dreiecken,
insbesondere mit rechtwinkligen Dreiecken.

Im rechtwinkligen Dreieck nennt man die dem rechten
Winkel gegentiberliegende Seite Hypotenuse,

die anderen beiden Seiten heifen Katheten.

Die Kathete, die dem Winkel o anliegt, nennt man
Ankathete von o, die dem Winkel o gegeniliberliegende
Seite nennt man Gegenkathete von a.

Rechtwinkliges Dreieck mit o = 36,9°

Aus der Abbildung ersieht man, dass

die Verhaltnisse von Gegenkathete

zu Hypotenuse im Dreieck ABC und
6

im Dreieck AB'C’ gleich sind: % =10

Beide Dreiecke haben den gleichen
Winkel o, der durch das Verhaltnis
von Gegenkathete zu Hypotenuse

eindeutig festgelegt ist.
Dieses Verhaltnis nennt man den

Sinus des Winkels a: sin(a) = % =5

10

Ankathete zu o

10/
/

Y

)
\J

0 Nz ajayjeyuabag

C/

Auch das Verhaltnis von Ankathete zu Hypotenuse legt den Winkel « fest, man nennt es den

Kosinus des Winkels a: cos (o) = % =

10

Das Verhdltnis von Gegenkathete zu Ankathete nennt man den Tangens des Winkels a:

tan(@) =2=2

Definition der Winkelfunktionen

. Gegenkathete von «
sin(o) = S e

Hypotenuse
_ Ankathete von o
cos(a) = Hypotenuse
Gegenkathete von
tan(a) = < =

Ankathete von a



Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

Beispiel 1

2 Wie bestimmt man aus einem Seitenverhéltnis im rechtwinkligen Dreieck den

zugehorigen Winkel?

L6ésung

Man legt die Spitze A des rechtwinkligen
Dreiecks in den Ursprung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems.

Legt man den Eckpunkt C auf einen Kreis mit
Radius 10 LE (= Lange der Hypotenuse), erhdlt
man ein Dreieck mit einem Winkel o von 0°
bis 90° und jedem Seitenverhaltnis ist eindeu-

tig ein Winkel zugeordnet.

Gegenkathete _ ¢

Dem Seitenverhaltnis “Hypotenuse - 10 wird

der Winkel 36,9° zugeordnet.

sin(a) =5 = o =369°

. . =11 _Ankathete |
Entsprechend erhalt man fur das Verhaltnis Typotenuse-

Wahlt man fir die Lange der Hypotenuse
eine Langeneinheit (1 LE), erhdlt man

sin(0) = 225 = 06.

Fir 0°<a<90° gilt:
0 <sin(a) <1
0 <cos(a) <1

Festlegung: sin(0°) = 0; sin(90°) =1
€0s(0°) =1; cos(90°) =0

10

06

10
8
_8 _ °
cos(a) =75 = a= 36,9
Einheitskreis
sin(o)
cos(a) 08 1

Am Einheitskreis kann man bei gegebenen Winkeln sin (o) als Ma3zahl der Lange der
Gegenkathete, cos () als Maf3zahl der Lange der Ankathete ablesen.

13
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Tabelle der wichtigsten Werte:

I Analysis

Beispiel 2 b

< Bestimmen Sie sin(a) und cos (o) im nebenstehenden &

Dreieck mithilfe von a, b und c.

L6ésung
Im rechtwinkligen Dreieck ist ¢ die Hypotenuse, a und b sind die Katheten von a.
Der Sinus des Winkels « ist das Verhaltnis von Gegenkathete zur Hypotenuse.

Also gilt: sin(a) =2
Der Kosinus des Winkels « ist das Verhaltnis von Ankathete zur Hypotenuse.

Also gilt: cos (o) =%

Beispiel 3

2 Bestimmen Sie den exakten Wert von sin(30°) und cos (30°).

Lésung

Man zeichnet ein rechtwinkliges Dreieck mit den Winkeln 30° bzw. 60°.
Im gleichseitigen Dreieck sind alle Winkel 60°
grop.

Die Hohe im Dreieck halbiert das Dreieck und
es qgilt fur die Winkel:

o =30° und B =60°

Im rechtwinkligen Dreieck ist a die Hypotenuse. h
Die Gegenkathete von aist 5.

a
Also gilt: sin(a) =sin(30°) =§ =%

Fir cos(30°) braucht man die Héhe h.

Mit dem Satz von Pythagoras ergibt sich: h2 = a2 - (%)2 = %az

Die Hohe h erhdlt man durch Wurzelziehen: h= aE = %\E

a

3
Also gilt: cos(a) = cos(30°) = ZT = %\/5

sin@) | 0 | 5 | | 3B | 1
cosi) | 1| 3B | & ] 0



Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

Beispiel 4
a) Ermitteln Sie mit dem TR: * sin(65°) * cos(12°)
b) Bestimmen Sie den zugehérigen Winkel. « sin(a) = 0,850 * cos(a) = 0,625

Lésung 1:MthED Z:iLinear

Mit der Einstellung DEG (wie degree = Grad) g. EE;: g. IE‘?%

Fi3C1 S8 MHorm

a) Tastenfolge Sinles)
« SIN = 1
SIN(65) = 09063 0,906307787
d.h., sin(65°) =091 cos(12)
+ COS(12) = 0,97815
1) 0, 9781476007
d.h., cos(12°) =098
b) Tastenfolge N
- SHIFT SIN(0,850) = 58,21 St
d.h., sin(a) = 0,850 53,21166938
o = 58,20 Cos(.625)
+ cos(a) = 0,625 51,31781265
o = 51,32°
Aufgaben
1 Bestimmen Sie mit dem TR. Runden Sie auf 2 Dezimalen.
a) sin(54°) b) sin(18,5°) c) cos(88,2°) d) cos(9,4°) e) sin(4,2°)
2 Ermitteln Sie den zugehdrigen Winkel oo mit 0° <« < 90°.
a) sin(a) =0,380 b) sin(a) = 0,922 c) cos(a)=0,185 d) cos(a)=0,788
3 Bestimmen Sie den zugehoérigen Winkel zeichnerisch und mit dem TR.
a) sin(aw) =0,5 b) sin(a) =% c) cos(w) =% d) cos(w) =%
4 In einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist ¢ =6cm und « = 50°.
Berechnen Sie die fehlenden Winkel und Seiten im Dreieck.
5 Eine Zahnradbahn steigt auf einer Strecke von
1250 m mit einen Neigungswinkel von 10,5°
(gegen die Horizontale gemessen).
Wie viel m Hohendifferenz bewaltigt sie?
6 Bestimmen Sie den exakten Wert von sin (45°).

15



16 | Analysis

11.2  Definition der Winkelfunktionen fir beliebige Winkel

Der Winkel o liegt zwischen 0° und 90° (l. Quadrant)
Der Winkel o liegt zwischen 90° und 180° (ll. Quadrant)
Es gilt: oy =180° - o fir 0° <a <90°.

Einheitskreis

+ ! + (8%}

€oS(oy) cos(c)

Der Winkel oy legt im Il. Quadrant ein kongruentes Dreieck fest.
sin (oy) wird festgelegt als die Lange der blau markierten Strecke.
Es gilt: sin(oy) =sin(180° — ) = sin()

Da die Lange der Ankathete in beiden Dreiecken gleich ist, sie aber auf der positiven bzw.
negativen x-Achse liegen, gilt:
cos (o) = cos(180° — o) = — cos ()

Beispiele
sin (150°) = sin (180° - 30°) = sin (30°); €0s (110°) = cos (180° = 70°) = — cos (70°)
Bestatigen Sie mit dem TR.

Der Winkel o liegt zwischen 180° und 270° (lll. Quadrant)
Es gilt: oy =180° + o flr 0° <« <90° 1

sin (o) = sin(180° + ) = = sin (o)

cos (ay) = €os (180° + o) = = cos (o) ™
Sin(oy)
cos(ay) / A
Beispiele -1 \ cos(a) 1
sin(200°) = sin (180° + 20°) sin(oy)
=-sin(20°)

€0s (240°) = cos (180° + 60°)
= —-c0s(60°)




Trigonometrische Funktionen und zugehorige Gleichungen

Funktionen der Form f(x) = asin(bx) +d bzw. f(x) =acos(bx) +d

Beispiel 1

< Gegeben ist die Funktion f mit x € R.

Wie entsteht K¢ aus der Sinuskurve bzw. Kosinuskurve?

a) f(x)=sin(2x)

Lésung

a) y =sin(x) y=sin(2x)
Periode p 2n s
Nullstellen 0; 72, ... 05 ..

Die Periode hat sich halbiert.
Ki entsteht aus der Sinuskurve
(y =sin(x)) durch Streckung in
x-Richtung mit Faktor 15

H—>

b) f(x) = cos(mx)

K:y = sin(x)

>

ADN/N,

NEcawg

Hinweis: Eine Periode ist der Abstand von einer Nullstelle bis zur tGibernachsten

Nullstelle, wenn keine Verschiebung in y-Richtung vorliegt.

b) y = cos (x) y = cos (1 x)
Periode p 2n 2= zn—n
m.3 . 1.3.
Nullstellen L 2190

Die Periode hat sich mit dem Faktor%
verandert. K¢ entsteht aus der Kosi-
nuskurve (y =cos(x)) durch Stre-
ckung in x-Richtung mit Faktor %

Hinweis: Eine Periode ist der Abstand

Y =cos(x)

T Ne \ 3 /%
\\// i

y =cos(mx)

der x-Werte von zwei aufeinanderfolgenden ,,Hochpunkten” bzw. , Tiefpunkten®.

Zusammenhang von Faktor b und Periode p

Faktor b > O 1 2 05 3 n 4 allgemein: b
Periode p 2n T 4n | 5m 2 7 ZT“
Streckung von K: y = sin(x) bzw. 1 1 2 1 1 1 1
K: y = cos(x) in x-Richtung mit Faktor 2 3 n 4 b

Fir die Periode p von f mit f(x) = sin(bx) bzw. f mit f(x) = cos(bx) qilt p = %; b>0

Kt entsteht aus der Sinus- bzw. Kosinuskurve durch Streckung in x-Richtung mit Faktor %.

Hinweis: Der Graph von f mit f(x) = sin(—x) entsteht aus der Sinuskurve durch Spiegelung

an der y-Achse.
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Beispiel 2

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =3 -

cos(%); x € R.

Bestimmen Sie die Amplitude und die Periode.

Wie entsteht K¢ aus der Kosinuskurve?

L6ésung

Kt hat die Amplitude |a| =1 und ist symmetrisch zur y-Achse; f hat die Periode p = 4x.

Das Schaubild mit der Gleichung y = cos(x)
1. in x-Richtung mit Faktor 2 gestreckt (y =
2. ander x-Achse gespiegelt (y = —cos(%))

wird in folgender Reihenfolge abgebildet:

cos(3).

3. um % nach oben verschoben. Mittellinie mit der Gleichung y =%

y y y :
2 2 la] =1 27 y=g-cos(y)
/ y = cos(3) ] y=cos(3) @\ ] /—\
6 -4 2 | 2N 6 8% -6 4 4 6 8% -6 -4 N2 4 2r gX
|p =4r . 4

Beispiel 3

2 Das gezeichnete Schaubild hat die
Gleichung y = asin(bx) + d.
Bestimmen Sie a, b und d sowie die
Periodenlange. Begriinden Sie.

Lésung
Mittellinie mit der Gleichungy =1,
d. h.: d=1

y-Differenz von hdchstem und tiefstem Punkt:

yH—yT=1,5—O,5=1

Amplitude: a=tY=05
Periode: p=4

. _2n_2mn_x
Faktor: b= P23

N <
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Aufgaben

1 Bestimmen Sie die Amplitude, die Periode und die Gleichung der Mittellinie.
a) f(x) =3sin(4x) b) f(x)=2cos(5x) c) f(x)=-5sin(2x) +1
DO0 T d) f(x) = 4cos(nx) + 3 e) f(x)=3-6sin(3) f f(x)=-2cos(3x)-3

2 Geben Sie den zugehorigen Funktionsterm an.

K entsteht aus der Kosinuskurve durch folgende Abbildungen.
a) Streckung in y-Richtung mit Faktor 4 und Streckung in x-Richtung mit Faktor 3.
b) Streckung in x-Richtung mit Faktor = und Verschiebung um 6 nach unten.

3 Kist das Schaubild der Funktion f. Zeichnen Sie K im angegebenen Intervall D.
a) f(x)= sin(%x); D=[-2m 2n] b) f(x)=3cos(2x); D=[—m x]
c) f(x)=-cos(3x); D=[-3;3] d) f(x)=4sin(nx); D=[-2; 2]

4 K;ist das Schaubild der Funktion f mit xeR.
Wie entsteht K¢ aus der Sinus- bzw. der Kosinuskurve?
Bestimmen Sie die Periodenlange und den Wertebereich.
Geben Sie die Gleichung der Mittellinie an.
a) f(x)=1-3sin(nx) b) f(x)=2cos(3x)+1

5 Kyist das Schaubild der Funktion f mit f(x) =1- %sin(z X); xeR

a) Zeigen Sie: Das Schaubild K¢ hat keinen gemeinsamen Punkt mit der x-Achse.

b) Verschieben Sie K¢ so, dass die verschobene Kurve mindestens einen gemeinsamen Punkt
mit der x-Achse hat.

6 Das gezeichnete Schaubild (siehe Abb.) hat die
Gleichung y = asin(0,5x) + d. Bestimmen Sie
a und d sowie die Periodenlange.
Begriinden Sie.

7 Das gezeichnete Schaubild hat die Gleichung y = acos(bx) + d.
Bestimmen Sie a, b und d sowie die Periodenldnge. Begriinden Sie.

A Y B V¢




y
3

/

A

b) f(x) =sin(x); g(x) =- 0,5sin(2x) —
d) f(x)=-cos(4x); g(x) =cos(4x)+5

C

2

c) a=25; p=3n

c) f(x)= ZCOS(%X)

7

N
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8 Wie entsteht das Schaubild Kq aus K¢?
a) f(x) =cos(x); g(x) =3cos(0,5x)
c) f(x)=2sin(3x); gx) =sin(3x) -1
9 Ermitteln Sie den Term einer trigonometrischen Funktion.
Gegeben sind die Amplitude a und die Periode p.
a) a=3;p=n b) a=05; p=6
10 Welche Funktion gehdrt zu welchem Graphen? Begriinden Sie Ihre Wahl.
a) f(x)=2cos(2x) b) f(x)=-15cos(2x)
Y4 A YA B
3 3
2
1 /\ 1\ /\
-1 4 1 2 71’ 4 2 3 X
=2 -2

11 Die Funktion f mit f(x) = 2sin(2x) —1 hat das Schaubild Ks.

-2

p

Keines der gezeigten Schaubilder ist Ks. Begriinden Sie an jeweils einer Eigenschaft.

2

y B

/1
ks

12 Bestimmen Sie einen passenden Funktionsterm.

Y. Gy
2
1
-4 2 4 6\
-1
-2
s
\ /)
-4 -3 -2 - 1 3 4k
-1
-2
-3

y C
1
/N
i 1\2\/ 4{(
y
2
6
M
A 4 X
2 y 2 4
-2
-3
-4
A
2
-4 23 2 1T 2 3 4%
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Funktionen der Form f(x) = asin(x —c) + d bzw. f(x) =acos(x—-c¢c) +d

Beispiel 1

Ok

mvurl.de/7n8d

< Der Graph von f mit f(x) = 2sin(x = 1) - 3; x € R, heipt G.
a) Bestimmen Sie die Amplitude, die Periode, die Gleichung der Mittellinie und den

Wertebereich.

b) Beschreiben Sie, wie G aus der Sinuskurve entsteht.

L6sung
a) f(x)=asin(x-c¢c)+d:
Amplitude:
Periode:
Gleichung der Mittellinie (mit d = - 3):
Wertebereich von f:

b) K: Sinuskurve mit y = sin(x)

Streckung von K in y-Richtung
mit Faktor 2
Ky f1(x) = 2sin(x)

Verschiebung von K; um 1 nach rechts
Ka: fo(0) =2sin(x—1)
Ersetzen Sie x durch x — 1.

Verschiebung von K, um 3 nach unten
G:f(x)=2sin(x—-1)-3

a=2:c=1d=-3

a=2
p=2n
y=-3
d-a=-3-2=-5d+a=-3+2=-1
W=[-5;-1]

yl

3

2 K,

_2.
-3
y
3
21 K K
1
- 12 3\ 4\ 5 4 X
-1
-3
y:
3
2
1
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Beispiel 2

2 Gist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = - cos(x +2) +1; x € R.

a) Ermitteln Sie die Amplitude, die Periode, die Gleichung der Mittellinie und den

Wertebereich.

b) G entsteht durch Transformationen aus der Kosinuskurve.

Geben Sie die Transformationen an.

Lésung

a)

b)

f(x) =acos(x—c) +d:
Amplitude:

Periode:
Gleichung der Mittellinie (mit d = 1):
Wertebereich von f:

K: Kosinuskurve mit y = cos(x)

Spiegelung von K an der x-Achse
Ky: f1(x) = = cos(x)

Verschiebung von Ky um 2 nach links
Ko: fo(x) == cos(x +2)
Ersetzen Sie x durch (x + 2).

Verschiebung von K, um 1 nach oben
G: f(x)=-cos(x+2)+1

a=-lc=-2;d=1

lal = [=1] =1

p=2n

y=1
d-lal=1-1=0;d+|a|=1+1=2
W =1[0; 2]

y
2
/\NW
A A TN AR
-2
y
2
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Beispiel 3

2 Das Schaubild K der Funktion f mit f(x) = sin(x + 1); x € R, wird in y-Richtung mit
Faktor 2 gestreckt und um 3 nach oben verschoben. Ist die Reihenfolge der Transfor-
mationen von Bedeutung? Begriinden Sie Ihre Antwort.

L6sung

Kurvengleichung: y =sin(x +1)
Streckung in y-Richtung mit Faktor 2: y=2-sin(x+1)
Verschiebung um 3 nach oben: y=2-sin(x+1)+3

Reihenfolge tauschen

Verschiebung um 3 nach oben: y=sinx+1)+3

Streckung in y-Richtung mit Faktor 2: y=2-(sin(x+1) +3)
y=2-sinx+1)+6

Die Reihenfolge der Transformationen ist von Bedeutung, da die Kurvengleichungen

unterschiedlich sind.

Streckung und Verschiebung Verschiebung und Streckung

\é \é y=2-sin(c+1)+6

17

61y =2 sinx+1+3 6

51 5

3 M\/
A }Zj\ %K K Ty zsincr+3
N N /\)/—\
1 65 ‘W—r 1 ZW 6 1% 165 D3 =24 | 1 273445 6 1%
y=2-sin(X+1) 2 K
Beispiel 4

< Die Kosinuskurve wird 1 nach rechts verschoben und in y-Richtung mit Faktor 5
gestreckt. Ist die Reihenfolge der Transformationen von Bedeutung?
Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung

Kurvengleichung: y = cos(x)
Verschiebung um 1 nach rechts: y =cos(x = 1)
Streckung in y-Richtung mit Faktor 5: y=5-cos(x—1)

Reihenfolge tauschen

Streckung in y-Richtung mit Faktor 5: y =5 - cos(x)

Verschiebung um 1 nach rechts: y=5-cos(x-1)

Die Reihenfolge der Transformationen ist ohne Bedeutung, da die Kurvengleichungen
gleich sind.

33
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Transformationen

Das Schaubild einer Funktion f mit f(x) = asin[b(x—-¢c)] +d
bzw. f(x) =acos[b(x—-c)] +d

entsteht aus der Sinuskurve
bzw. der Kosinuskurve

durch

Streckung in y-Richtung Streckung in Verschiebung || Verschiebung
mit Faktor |a| x-Richtung mit ||in x-Richtung || in y-Richtung
Fir a<0: Spiegelung an der x-Achse ||Faktor %; b>0 umc um d

Die Funktion f hat die Amplitude |a] und die Periode p = 2—bn.

Hinweis: Fiir b < O: Spiegelung an der y-Achse

Beispiel 1
K: f(x) = 2sin(nx)
Dabeiist a=2, b=x, ¢=0 und d=0.

Zul:

a=2

Streckung von Hi y =sin(x) in y-Richtung
mit Faktor a =2 ergibt Hy:y =2sin(x).

Zu 2:
b=nxn

Streckung von H,:y =2sin(x) in x-Richtung
mit Faktor %= % ergibt K:y =2sin(nx).
K hat die Periode p = % = 2.

Beispiel 2
K: f(x) =sin(x +2) +1
Dabeiist a=1, b=1, c=-2 und d=1.

Zu 3:

c=-2

Verschiebung von Hi:y = sin(x) in x-Richtung
um ¢ (2 nach links) ergibt

Hoiy =sin(x + 2).

Zu 4:

d=1

Verschiebung von Hy:y =sin(x + 2)

in y-Richtung um d (1 nach oben) ergibt:
Kiy=sin(x+2)+1
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Differenzialrechnung

Anwendung der Kettenregel auf die Funktion f mit

f(x) = eax+b; f'(x) = a-ex*b
f(x) =sin(bx +c): f'(x) = b-cos(bx + c)
f(x) =cos(bx +c): f'(x) =-b-sin(bx + ¢)
f(x) = eu®: f/(x) = eU®-u’(x)
f(x) = sin(u(x)): f'(x) = cos(u(x))-u'(x)
f(x) = cos (u(x)): f/(x) = =sin (u (x))-u’(x)
Aufgaben
1 Bestimmen Sie f'(x).
a) f(x) =e 4x—e4x b) f(x) = 250e0.015x
c) f(X)=—%e_O'5X_1+2 d) f(X)=%e_5x2_3X
o) f(0=1tE*+e) f) f00=4x- et
g) f(x)=4sin(5x-3) h) f(x)=3cos(4(x-2)
2 Leiten Sie ab.
a) f(x)=tx—-2+ex*t b) f(x) =t *-3x2)
c) f(x)=-4eX@Ee*+3) d) f(x)=-3x2-x-eln@-x
e) f(x)=et x+2etx f) f(x)=te2=3x- gex*+3
g) f(x)=2sin(2x) -3 h) f(x) =3 -cos(4x-m)
) f(X)=nx-cos-x) ) o0 =tsinx) -+
k) f(0) =2~ cos(§) ) fO) =Vx +sin(x)
3 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = cos(2x); x €R.

a)
)

e)

a)

Bestimmen Sie f'(0); f’(%); f’(%).
Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = eX+3e™%; xe R.
Welcher der drei Ableitungswerte f'(0); f'(1); f'(=1) ist der grofte?

Das Abkiihlgesetz T (t) = 20 + 50e~007t peschreibt den Temperaturverlauf eines
erwarmten Koérpers. T (1) ist die Temperatur in °C zur Zeit t in Minuten mit t> 0.
Berechnen Sie: T'(0), T'(20) und T'(100) und interpretieren Sie diese Werte.

Die Funktion f ist eine Verkettung der Funktionen u und h: f(x) = h(u(x)).
Bestimmen Sie f'(x).

u(x)=5x+1 h(u)y=4u2-3 b) u(x)=2x+3; h(u) =e3u*
u(x)=x-3; h()=4sin(u) d) u(x)=x2+7; h(u)=3u
u(x) = cos(5x); h(u)=2u f) ux)=1-6x; h(u)=cos@u=-1)
Ermitteln Sie die Ableitung von f.

f(x) = (5x + b)3 b) f(x)=(3x+14

75
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O

-- Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = xeX.
mvurl.de/7m3a

Gesucht ist f'(x).
Zum Ableiten einer Summe bendétigt man die Summenregel:
Die Ableitung einer Summe ist die Summe der Ableitungen
der Summanden. Eine entsprechende ,,einfache” Regel fiir ein Produkt gibt es nicht, wie man
an einem Beispiel erkennen kann. f(x) =x2-(x2-3)=x4-3x2

1l !

2x°2x #4x3-6x
Man erkennt: Ein Produkt kann nicht faktorweise abgeleitet werden!
Fir die Ableitung eines Produktes gibt es eine Regel, die Produktregel.

Produktregel

Ist die Funktion f gegeben durch OO =ux)-v(x),

so gilt fUr die Ableitung: ') = wx)-v(x) +ulx)-v'(x)
In Kurzform: (u-v)=u"-v+u-v

Beispiele fiir die Anwendung der Produktregel

a) f(x)=x-eX=u(x)-v(x)

Faktor: u(x) = x = u'x) =1
Faktor: v(x) = e* = V/(x) = eX
Mit der Produktregel: f'(x)=1-eX+x-eX

f/(x) = (1 + x)eX

b) f(x)=@2x—1)ex

Faktor: u(x) =2x -1 = u'(x)=2
Faktor: v(x) = e4* = V/(x) = 4e4X (Kettenregel)
Mit der Produktregel: f'(x) =2-e**+ (2x —1)-4e4x

f'(x) = (8x — 2)e4¥

o f(x)=3xsin(2x)

Faktor: u(x) = 3x = u'(x)=3
Faktor: v(x) = sin(2x) = V'(x) =2 cos(2x) (Kettenregel)
Mit der Produktregel: f'(x) =3-sin(2x) + 3x-2c0s(2x)

f'(x) =3 sin(2x) + 6xcos(2x)

d) f(x)=e95 cos(2x +1)

Faktor: u(x) = e05x = u'(x) = 0,5e05 (Kettenregel)
Faktor: v(x) = cos(2x +1) = V'(x) =-2sin(2x +1) (Kettenregel)
Mit der Produktregel: f'(x) = 0,5€05% - cos(2x +1) + 95X - (=2 sin(2x + 1))

f/(x) = €95% (0,5c0s(2x + 1) = 2 sin(2x + 1))


https://mvurl.de/7m3a

Differenzialrechnung 77

Was man wissen sollte - Giber die Ableitungsregeln

Regel Funktion Ableitung
Faktorregel: f(x)=a-g(x) f'(x) = a-g’'(x)
Summenregel: f(x) =g(x) +h(x) f'(x) = g’(x) + h'(x) mvurl.de/icbq
Potenzregel: fx)=x" re@” flx) = X =
Kettenregel: f(x) =f(ux) () = ' (ux)-u'(x)
f(x) = eu® f/(x) = eU®-u'(x) EriE
f(x) = (ux)? () =2u(x)u'(x) Og%
f(X) = (U (X))3 fr(X) = 3(U (X))Z' UI(X) mvurl.de/pt3t
f(x) = sin(u(x)) f/(x) = cos (u(x))-u’'(x)
f(x) = cos(u(x)) f(x) = =sin (u (x))-u’(x)
Produktregel: f(x)=ux) v frx) =u' ) v(x)+ux):v(x)
Aufgaben
1 Leiten Sie ab.
a) f(x)=x+1)ex b) f(x) = xe3 c) f(x)=(4-3x)ex"!
d) f(x)=5e2 e) f(x) = x2sin(x) f) f(x)=3xcos(2x)
g) f(x)=(3-2x)e 05x h) f(x)=@+Dsin(x)cos(x) i) f(x)=x-xe x*
i) f(x)=5(x—3)e4x"3 k) f(x)= %cos(x +1) ) f(x)=e2*cos(3x)

2 Bestimmen Sie die Stellen, fir die gilt: f'(x) = 0.

a) f0=gx-5x3 b) f(x)=2(cos(0)? ~2<x<2
o) f(x)=axe 0% az0 d) fX)=2x(x2-2)2

3 Zeigen Sie: Das Schaubild von f mit f(x) = 4x2e372%, xeR hat zwei Punkte, fiir deren
x-Koordinaten gilt: f'(x) = 0. Bestimmen Sie deren Koordinaten.

4 Geben Sie die Ableitung von f an.

a) fx)=3x3+3x-5 b) f(x) =%(8-2x?) o) f(0=x2+xex

d) f(x)=sin(3x)-e2x e) f(x)=esin® f) f(x)=4x%+x2e3x°5
g) f(x) = xedx - x2e4x h) f(@)=e3(ea+3) i) f(u)=%+2\/a

j) f(x)=5+3xe & k) f(x)=%x4+2tx2—n ) f(x)=e+eX+e

5 Bilden Sie die Ableitung mit und ohne Produktregel.
a) f(x)=x2-4)(3x+5) b) f(x)=eX(e*+3)

6 Die Ladung eines Kondensators in Abhangigkeit von der Zeit wird beschrieben durch die
Funktion Q mit Q(t) = 0,06(1-e~008t); tins, Q(t) in As. Wie grof ist die Stromstérke |
am Anfang der Messung und nach 10 Sekunden? (s: Sekunden, As: Amperesekunden)
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Hohere Ableitungen

Beispiele

a) Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = -5 x3 -3 x2 + 5, xeR.

Ableitung von f : f'(x) = =2x2-3x 1. Ableitung von f
Ableitung von f”. (fFOO)y =f"(x)==—4x—-3 2. Ableitung von f
Ableitung von ”: (f"x) =f"(x)=-4 3. Ableitung von f

b) Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x + 1) e2%; xeR.
1. Ableitung von f:  f/(x) =1-e2X + (x + 1)e2X-2 = (2x + 3) e2X
2. Ableitung von f:  f7(x) = 2-e2X + (2x + 3)e2X-2 = (4x + 8) e2*
3. Ableitung von f:  f(x) = 4-e2X+ (4x + 8)e2%-2 = (8x + 20) e2*

f” ist die Ableitungsfunktion von f’.
Einsetzen der x-Werte in f”(x) liefert die Steigungswerte des Schaubildes von f'.

Aufgaben

1 Leiten Sie die gegebene Funktion zweimal ab.

a) f(0=-x3-2x2+5x b) () =-2(5 -3 - x?)

c) f(x)=sin(2x-1)-cos(x) d) g@@=3a-e+e2"2

&) f(x)=-3x2(2+5) f 0 =gx-13

g) f(x)=(6x+5)e7X h) f(x)=ae *+be 2x

i) f(x) =(cos(x)? D AU =(U2-2)e v

k) f(x)=—%sin(nx)—x2  f(x)=3x %xz—x+2

m) f(x) =ax4+2ax2+c n f(x)=ax3+bxZ+cx+d

0) f(X):%—X2 p) f(t)=0,02t3+18t2+ 256t + 2050

2 Zeigen Sie, dass fir f mit f(x) = (1= x2)eX auf R gilt: f(x) = =f"(x) + 2f'(x) — 2 X

3 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = a-sin(ax); a # 0; xeR.
Formulieren Sie eine Vermutung fir die n-te Ableitung (n€N*, n gerade).

4 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =tx3 - 5x2 + 3tx - 6t; x, teR.
Berechnen Sie f'(1); f”(1); f”(0); f"(-1).

5 Gegeben ist die Kostenfunktion K mit K(x) = 0,25x3 = 0,5x2 + 2x +12.
Bestimmen Sie die Grenzkostenfunktion und deren Ableitung.



3.1.3 Tangente

Beispiel 1

2 Kist der Graph der Funktion f mit

f(x) = —%xz +X +%; xeR.

Bestimmen Sie die Gleichung der Tan-
gente an K im Punkt A(3]f(3)).

Wie lautet die Gleichung der Tangente
an K im Punkt B(0|f(0)) bzw. im Punkt
C(1fm)?

Zeichnen Sie das Schaubild K von f und
die Tangenten in ein Koordinatensystem
ein.

L6ésung

Ableitung f'(x) = —-x +1

Tangente in A(3]f(3)):

y =f(3) = 0; alsoist A(3]0) Berlhrpunkt von Tangente und Kurve.

Steigung in A: f'(3)=-2

Tangentengleichung mithilfe der Hauptform

Hauptform: y=mx+b

Einsetzen von m =f/(3) = -2: y=-2x+b

Punktprobe mit A(3|0): 0=-2:3+b
b=6

Tangentengleichung: y=-2x+6

Tangente in B(0|f(0)):
m =f'(0) =1
y=f(0) = % =b

Differenzialrechnung

Tangentengleichung: y = x +%

Tangente in C(1]f(1)):
m=f(1)=0

y=f(1)=2
Tangentengleichung: y =2
(waagrechte Tangente)

Die Tangente an den Graphen K von f im Kurvenpunkt B(u If(u))
ist eine Gerade mit der Steigung m = f’(u) durch B.
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Punkt-Steigungs-Form der Tangentengleichung
Die Tangente t an Ky verlauft durch den
Punkt P(u I f(u)).

Steigung der Tangente in P

y = f(u)
X—U

f'(u) =

Umformung ergibt: y = f'(u) - (x — u) + f(u)
(Punkt-Steigungs-Form)

Gleichung der Tangente t an den Graphen von f durch den Punkt P(u | f(u)):
y = f'(u) - (x —u) + f(u)

Beispiel 2

< Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = —2x2 + 6x; x€R. K ist das Schaubild von f.

Die Tangente an K im Punkt P(2|f(2)) heipt t.

a) Bestimmen Sie die Gleichung von t.

b) Uberpriifen Sie, ob die Gerade H mit y = —6x + 18 Tangente an K ist.

Lésung
a) Ableitung:

Punkt-Steigungs-Form:

Mit f'(2) = -2 und f(2) = 4:

Gleichung der Tangente in P:
Alternative

Hauptform:

Mit f(2) = 4 erhdlt man den Kurvenpunkt:
Steigungin x = 2:

Einsetzen von m = f'(2):

Punktprobe mit P(2]|4):

Gleichung der Tangente in P:

b) Die Gerade H hat die Steigung —6.

Bedingung: f'(x)=-6 -4x+6=-6
x=3
y-Wert berechnen: y=f3)=0

Der Punkt Q(310) liegt auf K.
Uberpriifung, ob Q auch auf H liegt.
y-Wert berechnen: y=—-6:3+18=0
Der Punkt Q(3 1 0) liegt auf H.

H ist Tangente an K in Q.

f'x)=-4x+6

y =f'(u)-(x —u) +f(u
y=-2:-x-2)+4

tty=-2x+8
y=mx+b
P2]4)
f'[(2)=-2
y=-2x+b
4=-2:2+b
b=8
tty=-2x+8
y
t 121 H
Ng:_
6..
| P
2..
+ + Q
14 i 2 3\\
K/-4
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3.2.4 Kurvenuntersuchung

Um den Kurvenverlauf beschreiben zu kénnen, ist es zweckmapig, markante Kurvenpunkte
zu kennen.

Solche Kurvenpunkte sind die Schnittpunkte mit den Achsen, Extrempunkte und Wende-
punkte. Die Kenntnis des Symmetrieverhaltens erleichtert eine Kurvenuntersuchung.

Beispiel 1

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = %x“ = %XZ = %; x€R.

Zeigen Sie, eine Wendetangente schneidet die x-Achse in x; = —%.
Skizzieren Sie K in einem geeigneten Bereich.

L6ésung
Ableitungen: f'(x) =x3-3x; f"(x) =3x2-3; f”(x) = 6X
Wendepunkte
Notw. Bedingung fiir Wendestellen: f”(x) = 0 3x2-3=0
Xy = £1
Nachweis durch Einsetzen der x-Werte in f"/(x):
f"()=6+#0 K hat einen Wendepunkt an der Stelle x; =1.
K ist symmetrisch zur y-Achse, K hat einen weiteren Wendepunkt an der Stelle x, = —1.
Mit f(£1) = -3 erhdlt man die Wendepunkte: Wi (=1]-3)
Wendetangente an der Stelle 1
Steigung in W;(1|-3): frfay=-2
Hauptform: y=mx+b
Einsetzen von m = f'(1): y=-2x+b
Punktprobe mit W;(1]-3): -3=-2-1+b
b=-1
Gleichung der Wendetangente in Wy: y=-2x-1
Punktprobe mit N(—% ‘O): 0= —2~(—%) -1 wahre Aussage

Hinweis:
K ist achsensymmetrisch zur y-Achse, da
F0 =704 =3 x2 -5

_1a_3.2_7_
=Xt - 5X 4—f(x)

—_ N w <
=

Im Funktionsterm f(x) kommen nur gerade
Exponenten von x vor.

Die Gleichung der Wendetangente in W»
lautet: y=2x -1 (wegen Symmetrie zur
y-Achse).

=51
Wendetangenten
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Beispiel 2

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x — 2 sin(x); xe[-2; 6] mit Schaubild K.
a) Die Hochpunkte von K liegen auf der Geraden g mit y = x + V3.

Nehmen Sie Stellung zu dieser Behauptung.
b) Begriinden Sie, warum f genau eine Nullstelle in dem Intervall [E' ﬂ] hat

33
Lésung
a) Ableitungen: f'(x) =1-2 cos(x); f"(x) =2sin(x); f”(x) =2 cos(x)
Extrempunkte
Notw. Bed. fir Extremstellen: f’(x) =0 1-2cos(x)=0 < cos(x)=0,5
Stellen mit waagrechter Tangente auf D: X2 = i%; X3 = %

Nachweis durch Einsetzen in f”(x):
f(3)=V3>0 in x=3 hat K einen Tiefpunkt T(5 |5 - V3).
X =

f"(-3)=-V3>0 in x =-3 hatK einen Hochpunkt H1(—%|—§ + \/5)

Weiterer Hochpunkt HZ(% % + \/5) y
Gleichungvon g: y=x +3 6]
Punktprobe mit Hi(-3|-5 +V3); 41 0
-3+V3=-5+V3 wahre Aussage 2
Punktprobe mit HZ(% % + \/5) 4 ) 4 6
% +/3 = % +y/3 wahre Aussage 21
Die zwei Hochpunkte liegen auf einer Geraden.
b) f(%) <0 und f(%) >0, damit hat f mindestens eine Nullstelle im Intervall [% % )

Zwischen der Minimalstelle (x; = 3) und der Maximalstelle (x3 = %)
ist f streng monoton wachsend (f'(x) > 0).

f hat auf diesem Bereich nur eine Nullstelle (x; =1,895).

Beispiel 3

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = eX~2 + t; x, teR.
Fir welchen Wert von t beriihrt K die erste Winkelhalbierende?

Lésung
Ableitung: f/(x) = ex~2
Gleichung der ersten Winkelhalbierenden: y = x; Steigung m =1

Beriihren: f'(x) =1 ex 2 =1

x=-2=0 & x=2
Punkt auf der 1. Winkelhalbierenden: B(2]|2)
Ansatz: y=f(2)=2 e0+t=2 o t=1

Fir t =1 berlhrt K die erste Winkelhalbierende.



Beispiel 4

Differenzialrechnung

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (x + 2)e™*; xe R. K ist das Schaubild von f.

Geben Sie den Wertebereich von f an.

L6ésung
Untersuchung von K auf Extrempunkte

Ableitungen
Mit der Produkt- und Kettenregel:

Extrempunkte

Notw. Bedingung fiir Extremstellen:
f'f(x)=0

Stelle mit waagrechter Tangente:

Nachweis durch Einsetzen
des x-Wertes in f”(x)
f'(-1)=-e'<0

K hat den Hochpunkt H(=1]e).

H(=1|e) ist Hochpunkt und der einzige
Extrempunkt von K fir xeR.

Damit ist die Funktion f flir x <—1monoton
wachsend und flr x > -1 monoton fallend.

Flir x — — oo strebt f(x) — — oco.
Fir x — oo strebt f(x) — O.
Wertebereich von f:

Beispiel 5

ffix)=1-e X+ (x+2)e X (-1)=(-x—-1e X
f7(x) ==1-e X+ (=x —1e X (-1) = xe X

(=x—-1e*=0

Xy =—1
y:

H 37

].
y=0 i

- -1 1 23 4
_].

W =1- o0; €]

2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x + 0,5e™%;, x€R. K ist das Schaubild von f.
a) Untersuchen Sie das Krimmungsverhalten von K.
b) Zeichnen Sie K und ihre Asymptote in ein Koordinatensystem ein.

Lésung

a) Ableitungen:
f'x)=1-0,5e7% f’(x) =0,5e7%
f’(x) =0,5e™* >0 fir alle xeR.
K ist eine Linkskurve.

b) Asymptote von K
e X— 0 fir x — oc:
fx)=x+05e™* =x fir x — o0
Gleichung der schiefen Asymptote: y = x

X
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Was man wissen sollte — liber eine Kurvenuntersuchung

Symmetrie

Das Schaubild K der Funktion f ist symmetrisch
|. zur y-Achse, wenn f(-x) = f(x) ist.
Il. zum Ursprung, wenn f(-x) == f(x) ist.

Gemeinsame Punkte des Schaubildes K von f mit den Koordinatenachsen
a) Mit der x-Achse: f(x) = 0 liefert die Nullstellen von f.
Hinweis: X ist doppelte Nullstelle von f = Xxq ist Extremstelle von f.
K von f beriihrt die x-Achse in Xq, der Extrempunkt liegt auf der x-Achse.
Xg ist dreifache Nullstelle von f = Xq ist Wendestelle von f.
K von f hat einen Sattelpunkt auf der x-Achse.
b) Mit der y-Achse: x = 0 in f(x) einsetzen liefert den y-Wert des Schnittpunkts.

Monotonie
f/(x) > O im Intervall J = f ist streng monoton wachsend im Intervall J.
f’(x) < O im Intervall J =  fist streng monoton fallend im Intervall J.
Kriimmung
f”(x) > O im Intervall J = K von fist im Intervall J linksgekriimmt.
f’(x) < OimIntervalld = K von fist im Intervall J rechtsgekrimmt.

Extrempunkte
Notwendige Bedingung: f'(xg) = O
Nachweis: 1. Moglichkeit durch Vorzeichenuntersuchung von f'(x).
VZW von + nach = in xo: K hat den Hochpunkt H(xo|f (Xo)).
VZW von - nach +in xo: K hat den Tiefpunkt T(xo|f(x0)).
2. Mdglichkeit durch Einsetzen von xq in f”(x) .
f"(xo) < 0: f besitzt in xg ein lokales (relatives) Maximum; H(xo | (xo))
f7(xo) > 0: f besitzt in xo ein lokales (relatives) Minimum; T (xq | (xo))

Wendepunkte
Notwendige Bedingung: f’(x;) = O
Nachweis: 1. Mdglichkeit durch Vorzeichenuntersuchung von f”(x).
Wechselt f”(x) das Vorzeichen an der Stelle x;, so hat K von f den
Wendepunkt W (x; | f(x)).
2. Méglichkeit durch Einsetzen von x; in f”/(x).
Ist f(x;) # O, so hat K von f den Wendepunkt W (x;]f (x})).

Hinweis: Bedeutung der folgenden Bedingungen fiir das Schaubild von f.
« f(x) =0 liefert die Nullstellen von f.
f’(x) =0 liefert die Stellen mit waagrechter Tangente.
f”(x) =0 liefert die mdglichen Wendestellen.
« f(x) > 0: Das Schaubild von f verldauft oberhalb der x-Achse.
f’(x) > 0: Das Schaubild von f ist (streng) monoton wachsend.
f”(x) > 0: Das Schaubild von f ist eine Linkskurve.
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Aufgaben

1

a)
b)
)

a)
b)
c)

a)

b)

a)

b)

a)
b)

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %xz (x2 = 24); xe R, mit Schaubild K.
Geben Sie die Nullstellen von f an. Skizzieren Sie K.

Bestimmen Sie die Monotoniebereiche.

K hat zwei Wendepunkte.

Auf welcher Geraden liegen diese zwei Wendepunkte?

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %ezx - x *+ 2; xeR, mit Schaubild K.
In welchem Quadranten liegt der Extrempunkt von K?

Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten von K.

Zeichnen Sie K und seine Asymptote in ein Koordinatensystem ein.

K ist das Schaubild der Funktion f mit
f(x)=-8x3+12x2+2x-3; xeR.

Zeigen Sie: —0,5; 0,5 und 1,5 sind die Nullstellen von f.
Zerlegen Sie f(x) in Linearfaktoren.

Zeigen Sie: Die Wendetangente an K bildet mit den 4
Koordinatenachsen ein Dreieck mit dem Inhalt A =1.

/\K

JL( N A o<
o
>y

K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = $x3 = x + T; x€ R.
Der Hochpunkt von Ks liegt in H(—1 ‘ %)

Geben Sie Tief- und Wendepunkt von K¢ ohne weitere Rechnung an. Begriinden Sie.
Die Gerade n schneidet die Kurve K¢ im Wendepunkt senkrecht.
Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von n und K.

Das Schaubild einer Polynomfunktion 4. Grades ist . ‘ £00) ‘ £(x) ‘ £(4)
nach oben gedffnet und hat mit der x-Achse nur 3 ‘ ‘ ‘
den Punkt P(3]0) gemeinsam. Fillen Sie die Tabelle aus.

Machen Sie Aussagen (iber das Schaubild der Funktion f, wenn gilt: f'(x) = x2(x - 3).

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = % - sin(x); xe[—4; 4] mit Schaubild K.
Zeigen Sie: Das Schaubild K von f hat keine gemeinsamen Punkte mit der x-Achse.
Die Differenz der y-Werte von Hoch- und Tiefpunkt betragt 2.

Uberpriifen Sie diese Behauptung rechnerisch.
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8
a)

b)

a)
b)

10

n

a)

b)

12

K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = e5%~1-0,5x; xe R.

Zeigen Sie: Der Extrempunkt liegt auf der x-Achse.

Begriinden Sie, warum K keinen Wendepunkt besitzt.

Im Kurvenpunkt P verlauft die Tangente an K parallel zur Geraden mit der Gleichung
y = 2x + 3. Bestimmen Sie P.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = (2 - 0,5x)e*~"; x€ R, mit Schaubild K.

Geben Sie drei Eigenschaften von K an.

g ist die Tangente an K im Schnittpunkt mit der y-Achse. h verlauft parallel zur y-Achse
durch den Hochpunkt von K. g und h schneiden sich in S.

Berechnen Sie die Koordinaten von S.

Eine Polynomfunktion h hat folgende Eigenschaften:

1M h@©)=2 @2)h'(x) =0 fir x==4 und fir x=2
B)h'(x)=0 fir x<2 A h"(x)>0 fur —4<x<0

Welche Bedeutung hat jede einzelne Eigenschaft fir das Schaubild von h?
Skizzieren Sie ein mdgliches Schaubild von h.

Eine Firma produziert eine neue PlayStation.
Marktanalysen haben ergeben, dass die
wochentlichen Verkaufszahlen durch die Funktion f
mit f(t) =1000te™0't; te R}

modellhaft beschrieben werden kénnen.

(t in Wochen nach Verkaufsbeginn;

f(t) in Stlick pro Woche.)

Skizzieren Sie das Schaubild der Funktion f.

Wie viel Gerate werden héchstens pro Woche verkauft?

Wie entwickeln sich die Verkaufszahlen langfristig?

In welcher Woche nach Verkaufsbeginn nimmt die Verkaufszahl am starksten ab?

Komfortable Fahrradbeleuchtungen enthalten einen Kondensator.
Die Entladung dieses Kondensators kann beschrieben werden
durch die Funktion | mit I(t) = 5-e7008t t >0,

Dabei bedeutet I (t) die Stromstdrke in Milliampere zur Zeit t

in Minuten.

Ein Ingenieur behauptet, dass sich die Stromstdarkenabnahme

pro Minute in den ersten 5 Minuten halbiert.

Uberpriifen Sie.

-
E
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3.3 Aufstellen von Kurvengleichungen aus gegebenen Bedingungen °!El. ol
E%% ;

Beispiel 1

mvurl.de/hnxe

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) =ax(x =1)(x - 3); xR, a # 0.

Im Ursprung hat K die Steigung 6.
Bestimmen Sie a.

Lésung
f(x)=ax(x-1N(x—-3)=ax3-4x2+3x)

Ableitung von f: f'(x) =a(3x2—-8x +3)

K hat an der Stelle O die Steigung 6:

m

— W <
"
o
=

£(0) = 6 &
a3=6
a=2

Beispiel 2

< Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =ax3+bx2;, xeR.

Das Schaubild von f hat den Wendepunkt W (1] 8).
Bestimmen Sie den Funktionsterm f (x).

Lésung
Ableitungen von f: f'(x) =3ax2+2bx; f"(x) =6ax+2b

Eigenschaft Bedingung Gleichung

W ist ein Kurvenpunkt f(h=8 a+b=8

W ist ein Wendepunkt f(1)=0 6a+2b=0

Die zwei Bedingungen fiihren auf ein lineares

Gleichungssystem (LGS) fiir a und b. a+ b=8 [(-2) .
6a+2b=0 4—_,

Das Additionsverfahren ergibt: 4a

Ergebnis fir a: a=-4

Einsetzen von a = -4 in die Gleichung
a+b=28 fihrtauf b=12.

Ergebnis: f(x) = -4x3 +12x2

Schaubild-von f
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Beispiel 3

2 Das Schaubild K einer Polynomfunktion 4. Grades ist symmetrisch zur y-Achse und

hat in xg =2 eine waagrechte Tangente.

Die Gerade g mit y=6x+7,5 berihrt Kin x;=-1.

Bestimmen Sie den Funktionsterm.

L6ésung
Ansatz: Das Schaubild ist
symmetrisch zur y-Achse:

f(x) =ax4+cx2+e

Die 3 Unbekannten a, c und e sind zu bestimmen.

Ableitung:
Der Bertihrpunkt B(-1]...) liegt auf g:
Berthrpunkt:

f'(x) =4ax3+2cx
y=6:(-1)+75=15
B(-1]1,5)

Die Tangente bzw. die Kurve hat in x; = =1 die Steigung 6.

Eigenschaft Bedingung Gleichung Vereinfachung
waagrechte Tangente in xq =2 f(2)=0 Ra+4c=0 |:4 8a+c=0
Steigungin x;=-1ist6 f'(-1)=6 -4a-2c=6 |:2 -2a-c¢c=3
Beriihrpunkt B(-1[1,5) f(-1=15 a+tc+e=15 atc+e=15
Die ersten beiden Bedingungen fihren auf
ein (2; 2)-LGS fir aund c: 8a+c=0 :|+
-2a—-c=3

Addition: 6a =3 =a=1
Einsetzenvona:%inz,B.8a+c:0: 8-%+c:0 =c=-4

Einsetzen von a =%undc=—4ina+c+e=1,5: %—4+e=1,5ée=5

Funktionsterm: f(x) = % x4=4x2+5
Schaubild: K

1 2 3 X
m=0

Allgemeiner Ansatz Vereinfachter Ansatz bei Symmetrie

fx)=ax3+bx2+cx+d f(x)=ax3+cx (zum Ursprung)

fx)=ax4+bx3+cx2+dx+e f(x)=ax4+cx2+e (zury-Achse)
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Beispiel 4

~

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit
f(x)=aeX+b; xeR, a, beR. K

1
Bestimmen Sie a und b und geben Sie \
den Funktionsterm f(x) an. ; ! ! \ L

L6ésung
Man kann ablesen: Die Tangente an K im S,(0|1) hat die Gleichung y =-0,5x +1.
Ableitung von f: f'(x) = aeX

Steigung der Kurve an der Stelle O ist gleich der Tangentensteigung f'(0) =-0,5,
damitista=-0,5.

Die Tangente berthrt K im Schnittpunkt von K mit der y-Achse.

Sy liegt auf K, Punktprobe ergibt: 1=a+b
Einsetzenvon a=-0,5 in 1=a+b liefert b: b=15

Ergebnis: a=-05 b=15
Funktionsterm: f(x)=-0,5eX+15
Beispiel 5

< Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = asin(bx); xeR, a, beR*.
Die Funktion f hat die Periode 2. K hat im Ursprung die Steigung 5.
Bestimmen Sie den Funktionsterm.

L6ésung
Periode p = 2: b=%=n
Funktionsterm: f(x) = asin(nx)
Ableitung: f'(x) = n-acos (mx)
Steigung im Ursprung ist 5: f'(0)=5

na=5

a=3

Funktionsterm: y
f(x) =2 sin(mx) st m=5
2
1

\

13
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Beispiel 6

< Zwei Wege A und B sollen ohne Knick 45°
(optimal) verbunden werden.
Bestimmen Sie den Term einer Funktion, 4

die den Wegverlauf beschreibt.

Lésung
Koordinatenursprung: Endpunkt der Strecke A
fist z.B. eine Polynomfunktion 3. Grades.

Ansatz: f(x) =ax3+bx2+cx +d
f'(x)=3ax2+2bx+c

Steigungswinkel a =45 © entspricht m =1.
Die Bedingungen: 3 T 5 3 4 5 x
f(0) = 0; f'(0) = O fihren auf c = 0; d = O.

— NN W N g1 <

f(4) = 4; '(4) =1flhren auf das LGS: 64a+16b=4
48a+8b=1

L&sung des Gleichungssystems: a = —%; b =% und damit ergibt sich f(x) = —%x3 + %xz.

Beispiel 7

2 Annaist eine L3uferin. Zum Laufen benétigt ihr Kérper
Energie. Der Kdrper gewinnt Energie z.B. durch die so-
genannte anaerobe Energiegewinnung (d.h. ohne Sauer-
stoffverbrauch). Diese Energiegewinnung in Kilojoule pro
Sekunde (%) wird zwischen der 10. und der 100. Sekunde
durch eine Funktion f mit f(t) = a-t-ePt dargestellt. Dabei
gibt t die Zeit in Sekunden an. Nach 26 Sekunden hat die
anaerobe Energiegewinnung mit 2,5%‘J ihren grépten Wert.
Bestimmen Sie a und b.

L6ésung
Ableitung mit der Produkt- und Kettenregel: f'(t)=aePt +a-t-bebt =a(1+bt)ebt
Extrempunkt in t = 26: f'(26) =0 a(l+26b)e2b=0
Mit a # 0 und e26b £ 0O: 1+26b=0
S

b= -3 =~0,0385
Funktionsterm: f(t)=ate '
Kurvenpunkt P(26|2,5): f(26) =2,5 25=a26¢e"!

a=0,2614

Ergebnis: a=0,2614 und b =-0,0385
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Was man wissen sollte — liber das Aufstellen von Kurvengleichungen
aus gegebenen Bedingungen

Haufig auftretende Formulierungen und die entsprechenden Bedingungen beim Aufstellen
von Kurvengleichungen. K ist das Schaubild von f; G ist das Schaubild von g.

Formulierung in der Aufgabe
* K verlduft durch P (u]|v).

* K berihrt die x-Achse in x = u.

* K hat in x = u die Steigung 5.

+ K hat in P(u|v) eine Tangente mit Steigung - 2.

K hat den Extrempunkt T (u|v).

+ K hat den Wendepunkt W (u|v).

+ Die Tangente im Wendepunkt W (u|v)
hat die Steigung O,5.

« W(u|v) ist Sattelpunkt.

(W ist Wendepunkt mit waagrechter Tangente.)

* Kund G beriihren sich in x = u.

K und G schneiden sich in P(u|v) senkrecht.

Aufgaben

Bedingungen

fu=v
f(u) =0;
f'(uy=5
f(u)=v;
f(u)=v;
f(u)=v;
f(u)=v;

f(u)=v;

f'(u=o0

f'(uy=-2

f'uy=0

f’(uy=0

f’(u) = 0; f'(u)=0,5

f’(u)y=0; f'(u=0

f (u) = g(u); f'(u) =g'(u)
f(u) =g(u); f'(u)-g’(u) =-1

1 Der Graph einer Polynomfunktion 3. Grades hat in W (1] 3) einen Wendepunkt und in T(3|1)
einen Tiefpunkt. Geben Sie die Bedingungen fir f(x) an und stellen Sie das zugehérige

lineare Gleichungssystem auf.

2 Die Wertetabelle gehért zu einer Polynomfunktion f 4. Grades.

X -2 -1 0 1 2 3 4

f(x) 25 0 -15 -8 -135 0 62,5
f'(x) -8 0 -4 -8 0 32 100
f(x) 18 0 -6 0 18 48 90

a) Welche Aussagen kdnnen Sie mithilfe der Tabelle Gber Achsenschnittpunkte, Extrem- und

Wendepunkte des Schaubildes von f machen?
Begriinden Sie Ihre Aussagen.

b) Geben Sie die Gleichung der Tangente an K an der Stelle 1 an.

3 Zu der Polynomfunktion f 3. Grades gehort
die nebenstehende Tabelle.
Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x).
Vervollstandigen Sie die Tabelle.

X -1 0 2
f(x) 0
£/ (x) 3 6
7 (x) 0

15
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4

10

1
a)
b)

12

13

14

K ist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = ax3 + bx2 + %x.

K hat an den Stellen 1und 3 je eine waagrechte Tangente.
Bestimmen Sie den zugehdrigen Funktionsterm.
Welche Bedeutung hat der Punkt A(2[1)?

Eine Polynomfunktion 3. Grades hat die Nullstellen x;=0, x, =2 und x3=-3.
Ihr Schaubild hat im Ursprung die Steigung 12.
Bestimmen Sie den Funktionsterm f (x).

Das Schaubild K einer Polynomfunktion 4. Grades hat in E(=1|2) einen Extrempunkt.
An der Stelle 1 hat K eine waagrechte Tangente, an der Stelle O eine Tangente mit der
Gleichungy =3x + 5.

Geben Sie ein LGS zur Bestimmung des zugehoérigen Funktionsterms an.

Das Schaubild einer trigonometrischen Funktion mit der Periode p == hat den Hoch-
punkt H(3]5).
Bestimmen Sie einen mdglichen Funktionsterm.

Eine trigonometrische Funktion hat die Periode p = 4. Das zugehdrige Schaubild hat im
Schnittpunkt mit der y-Achse eine Wendetangente mit der Gleichung y =2x + 3.
Geben Sie einen Funktionsterm an.

Gegeben ist die 2. Ableitung der Funktion f durch f”(x) =6x +b; beR.
Die Wendetangente hat die Gleichung y = 4x — 8. Diese beruhrt das Schaubild von f auf
der x-Achse. Bestimmen Sie den Funktionsterm f(x).

Der Graph einer Polynomfunktion 5. Grades verlauft symmetrisch zum Ursprung.
f erflllt die Bedingungen f(=1) =1, f"(=1)=0 und f'(-1) = 3.
Was bedeuten diese Bedingungen?

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =ax%+bx2+2; a# 0 mit Schaubild K.
Zeigen Sie: K ist symmetrisch zur y-Achse.

Die Tangente an K in P(2]0) hat die Steigung 4.

Bestimmen Sie a und b.

Eine Polynomfunktion 3. Grades hat einen Extrempunkt in A(2]0).
Geben Sie fir drei verschiedenartige Funktionen jeweils einen Funktionsterm an.

Der Graph einer Polynomfunktion f 3. Grades berihrt die x-Achse an der Stelle 1 und
schneidet die x-Achse an der Stelle -2.

Geben Sie fir drei verschiedene Funktionen, die die gegebenen Bedingungen erfillen,
den Funktionsterm an.

Das Schaubild K von f mit f(x) = (ax + b)eX; xeR, a, beR berihrt
die Gerade mit y = e an der Stelle 1. Bestimmen Sie den Funktionsterm.
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16

17

a)

18

a)
b)

)

d)

19

Differenzialrechnung

Die Abbildung zeigt das Schaubild einer
Exponentialfunktion. Diese kann durch einen
der folgenden Funktionsterme beschrieben
werden:

g;(x) = a — be 0:5x

g>(x) = ax — be 0.5«

g3(x) = a - bedsx

Begriinden Sie, welche Terme zur Beschrei-
bung ungeeignet sind. Ermitteln Sie flr den
geeigneten Funktionsterm Werte fiir a und b.

Schaubild von f y
Die gezeichnete Kurve ist das Schaubild der g
Funktion f mit f(x) =ax(x = x) (x — x2); x€R. 1
Bestimmen Sie a, x; und x, mithilfe der Zeichnung. 5 " : > 3 x
-1
-2
-3
-4
K ist das Schaubild einer Funktion f.
Bestimmen Sie einen mdglichen Funktionsterm aus der Abbildung.
y b) Vi c) V4
3 4 3
K K
2 2
1

- o

2 4 X
= 2 l i \ 2 X
-2 -1 4 3 2 A 1 X

In eine Tasse Tee wird 90°C heifer Tee eingeschenkt.

Der Tee kiihlt auf die Zimmertemperatur von 20°C ab.

Die Funktion h mit h(t) = a + be~02t peschreibt diesen
AbkUhlvorgang.

Dabei ist t die Zeit in Minuten und h (t) die Temperatur in °C.
Bestimmen Sie a und b. Skizzieren Sie das Schaubild von h.
Berechnen Sie die Zeit, die vergeht, bis der Tee auf Trink-
temperatur (50°C) abgekuhlt ist.

Berechnen Sie die momentane Anderungsrate der Temperaturin t;=1 undin t, =10.
Interpretieren Sie lhre Ergebnisse.

Die Temperatur nimmt héchstens um 14°C pro Minute ab. Uberpriifen Sie diese Behauptung.

Der Bestand an fester Holzmasse h(t) zum Zeitpunkt t in einem Wald wird durch die
Funktion h mit h(t) = a-ekt beschrieben. Dabei wird die Zeit t in Jahren und der Bestand
h(t) in m3 gemessen. Zu Beginn des Jahres 2016 (t = 0) betrdgt der Bestand 105m3, die
momentane Anderungsrate liegt bei 2500 m3/Jahr. Bestimmen Sie a und k.

17
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

a)

c)

a)

a)

Untersuchen Sie das Schaubild der Funktion f auf Hoch- und Tiefpunkte.
f(x)=x3—%x2+6x+3;xerR b) f(x)=(x-3)eXxeR
f(x) =sin(nx - 2); xel-0,5; 2,5[ d) f(x)=e2x-eX; xeR

Bestimmen Sie die Gleichung der Wendetangente.
fx)==-x3+3x2-1;xeR b) f(x)=ex—%x2+3;xe[R

Machen Sie eine Aussage Uber das Krimmungsverhalten des Graphen K von f.
Skizzieren Sie K.

f(x)=%x—%x3;xerR b) f(x)=cos(2x)+1; xel-2; 2[

Die Abbildung zeigt das Schaubild K einer
Funktion f.

Begriinden Sie, ob folgende Aussagen wahr
oder falsch sind.

(1) K hat zwei Wendepunkte.

(2) f'ist wachsend auf [4; 8].

(3) f"(2) <f"(8)

(4) Die maximale momentane Anderungs-

rate von f liegt bei 8.

Das Schaubild einer Polynomfunktion 3. Grades ist symmetrisch zum Ursprung
und hat den Extrempunkt E(2]8).
Bestimmen Sie den zugehdrigen Funktionsterm.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %x3 + %xz -2x x€R.

Zeigen Sie: f ist monoton fallend fir -2 <x<1.
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4.4 Flacheninhaltsberechnung mithilfe der Integralrechnung

4.41 Flache zwischen Kurve und x-Achse

Beispiele

K f00 = =3x2+3x+2
2
Lf(x)dx = [—%x3+%x2+2x _22

_56
f(x)dx-;

NN

Die Flache zwischen Kurve und x-Achse liegt —'3 2 -'] ] 2 3\ X
oberhalb der x-Achse.
Die Flche hat den Inhalt 32.

G g =1x2-1x-2 y

2 1

Ig(x)dx=—%<0 7
-2

Das Integral liefert nicht den Inhalt der Flache.
Die Flache zwischen Kurve und x-Achse liegt
unterhalb der x-Achse.

Die Flache hat den Inhalt %6.

(G entsteht aus K durch Spiegelung an der
x-Achse.)

H: h(x)=0,5x3
2 : 5 H
_jz heodx = [gx4]%, =0
Das Integral liefert nicht den Inhalt der
Flache.
Die Flache zwischen Kurve und x-Achse liegt
unterhalb und oberhalb der x-Achse.
2
Wegen jh(x)dx =2 und der Symmetrie von H
0
zu O hat die Fldche den Inhalt 2-2 = 4.

Man stellt fest:
Der Graph K der Funktion f verlduft nicht unterhalb der x-Achse.
Dann liefert das zugehdrige Integral den Inhalt der Flache zwischen K und der x-Achse.
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Die Flache liegt oberhalb der x-Achse

Beispiel
2 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = sin(2x) + 2; xR mit Schaubild K.

K schliept mit der x-Achse auf [O; %n] eine Flache ein. Berechnen Sie den Inhalt.

Lésung y
K von f verlduft wegen sin(2x) > -1
oberhalb der x-Achse: f(x)>0
157

j (sin(2x) +2)dx = [—%cos(Zx) +2x ;’5"
Toln+ -(-31)=3n+1

=-3 (-H+3=n > =3n

Inhalt der Flache: A=3x+1

Verlauft K von f fir alle xe[a; b] oberhalb der x-Achse, so liefert das Integral Jf(x)dx
a

die Mafzahl fiir den Flacheninhalt zwischen K, der x-Achse und den Geraden mit den
b

Gleichungen x =a und x=b: A =jf(x)dx
a

Die Flache liegt unterhalb der x-Achse

Beispiel
< Der Graph der Funktion f mit f(x) = %ezx - 2eX; xeR, die Koordinatenachsen und die

Gerade mit x =1 begrenzen eine Flache. Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.

Lésung

Nullstellen von f: f(x) =0 %eZX -2eX=0 & %eX(ex -4)=0

Satz vom Nullprodukt ergibt wegen eX #0: x=1In(4)>1

f hat keine Nullstelle auf [O; 1]. y Graph von f
2

Berechnung des Fldcheninhalts:

—_

jf(x)dx=[%e2x—2ex];
° clerpe—(lop)a- — ——
=ge?-2e-(;-2)=-184 3 = 1] 2 x

Die Flache hat den Inhalt A =|-1,84| =1,84.

b

Verlauft K von f fiir alle x€[a; b] unterhalb der x-Achse, liefert jf(x)dx
a

eine negative Zahl. Der Inhalt der Flache zwischen Kurve, x-Achse und den Geraden mit
b
jf(x)dx

den Gleichungen x =a und x =b ist der Betrag dieser Zahl: A =
a
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Die Funktion f hat eine Nullstelle im Integrationsintervall

Beispiel 1

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = —2x2 +2x + 3.
Wie grof3 ist die Flache, die von K und der x-Achse auf [-2; 4] begrenzt wird?

Lésung
Nullstelle von f: f(x) =0 ergibt x;=-2; x,=3
f hat 2 einfache Nullstellen auf dem Integrationsintervall [-2; 4]. K
4
2
Das Integral J f(x)dx = 9 liefert nicht den Inhalt der Flache. i A A,
-2
Der gesuchte Inhalt muss also in zwei Schritten berechnet /2 » . 4 X
werden: -1
3 3 -2
Lf(x)dx=[—%x3+%x2+3x_2=1o,42 3
A;=10,42; die zugehdrige Flache liegt oberhalb der x-Achse.
4

j f(x)dx =-1,42<0; A, =142; die zugehdrige Flache liegt unterhalb der x-Achse.
3
Ages = Ay + A, =10,42 +1,42 = 11,84

Beispiel 2

< Der Graph von f mit f(x) = 0,25e~* -1 begrenzt mit der x-Achse und den Geraden mit
x==3 und x =0 eine Flache. Bestimmen Sie den Inhalt dieser Flache.

Lésung
Nullstelle von f: f(x)=0 0,25e™*-1=0
x==1In(4)
Stammfunktion von f: F(x) =-0,25e % - x
Da f auf [-3; 0], in x = —In(4), das Vorzeichen wechselt,
muss der Inhalt in zwei Schritten berechnet werden:

~In(4) B 2 T T X
< | fodx=24 L
-3

0

« | fodx=-064
-In(4)
Ages = 2,41+ 0,64 = 3,05. Der Inhalt der Gesamtflache betragt etwa 3,05.
0 -In(4) 0
Hinweis: [f()dx=[ f)dx+[ foodx =241+ (-0,64) =177
-3 -3 =In(4)
0

Das Integral J f(x)dx =177 liefert nicht den gesuchten Inhalt, sondern den
-3

Wert der Flachenbilanz.

Dieser Wert entspricht dem Wert des orientierten Flacheninhalts.

Der Inhalt der Flache oberhalb der x-Achse ist 1,77 gréper als der Inhalt der

Fldache unterhalb der x-Achse.
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Beispiel 3

2 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = %x3 - %xz; x€R.

Wie grof3 ist die Flache, die von K und der x-Achse auf [-1; 5] begrenzt wird?

Lésung

Nullstelle von f: f(x) =0 Xi2=0; x3=4 v
f hat auf dem Integrationsintervall [-1; 5] 3
eine Nullstelle ohne VZW (xq2 = 0) und )

eine Nullstelle mit VZW (x5 = 4).
5

Das Integral J f(x)dx =-1,5 liefert nicht f
-1

den Inhalt der Fldche. R \1\2—y4
-

Flacheninhaltsberechnung:
4
J
5
-+ Jfeodx=136
4

Gesamtinhalt: Ages = 2,86 +1,36 = 4,22

Nullstelle

f(x)dx = -2,86 ohne YWz

Bemerkung: Bei der Flacheninhaltsberechnung darf man iiber eine doppelte Nullstelle
(Nullstelle ohne Vorzeichenwechsel) hinweg integrieren.

5 4 5
Hinweis: j f(x) dx =j f(x) dx +j f(x)dx = -2,86 +1,36 = 1,50
-1 a 4

—-1,50 ist der Wert der Flachenbilanz, bzw. des orientierten Fldcheninhalts.
Der Inhalt der Flache unterhalb der x-Achse ist um 1,5 gréper als der Inhalt der

Flache oberhalb der x-Achse.

Berechnung des Inhalts der Flache zwischen dem Graph von f und der x-Achse auf [a; b]

1) Berechnung der Nullstellen von f auf [a; bl: f(x) =0 liefert xy, x», ...

X

2) Berechnung der Integrale jf(x)dx
a
X2
[ fo0dx
X
b
[foodx
X2

3) Addition der Betrage der Integralwerte

Graph von f

A3

ergibt den gesamten Flacheninhalt: M
A=A+ A+ A3

X2
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Aufgaben

1

a)

a)

Gegeben ist die Funktion f mit xeR. Skizzieren Sie das Schaubild von f. Bestimmen Sie
eine Stammfunktion von f und damit den Inhalt der Gesamtfldache, die vom Graph von f
und der x-Achse eingeschlossen wird.

F0=(=2(x+1 b) f(x)=-5x3 +4x2 0 f(x)=-Tx4+2x3-3x2

Gegeben ist die Funktion f. Berechnen Sie den Inhalt der Flache zwischen dem Graph von f
und der x-Achse Uber dem Intervall [a; b]. f hat keine Nullstelle in [a; b].

f00 =cos(x) +2; [-m 1] b) f00 =)~ 3x+5; [-1;0]

K ist das Schaubild der Funktion f mit

f(x) :%x3—%x2+5; x€R.

Schaubild von f

Berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von K,
den Koordinatenachsen und der Parallelen zur y-Achse
durch den Tiefpunkt eingeschlossen wird. / | X

Die Funktion f mit f(x) =3 - 0,5e™%; x€R, hat das
Schaubild K.
K und die Koordinatenachsen begrenzen eine Flache. Berechnen Sie den Inhalt exakt.

3
Interpretieren Sie das Ergebnis von J (=x +1)dx.
-1

W

1
Zeigen Sie: Jcos(%(x -1))dx =
0

Bestimmen Sie den Inhalt der gefarbten Flache.

Ki fO=x3 +2x2+x+2; Koo f(x) =—x+e05x—1; Ks: f(x):#
y y y
3 4
K, G 3 Ks
2
1
| / ]
£ R X2 A 3 X 1 2

Das Schaubild der Funktion f mit f(x) = %x(x2 - 6x +8); xeR, schlieft mit der x-Achse

zwei Fldchenstiicke ein. Zeigen Sie: Die Flachenstiicke sind inhaltsgleich.

3
Nehmen Sie Stellung: j f(x)dx = 0.
-3
Welche Aussagen lassen sich tber den Graphen von f machen?

159
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10

1

12

a)

b)

c)

13

914

Die Abbildung zeigt den Graph der Funktion f.
Wahlen Sie aus {0,73; —1; 2,53; —1,067; 6,62; 1,27} fur

jedes Integral einen geeigneten Integralwert aus: T
1 1 -2

[foodx, [feodx, | foodx

0 2 2 T 1 1 X
Begriinden Sie Ihre Wahl. ++

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = a-sin(x —1). Das Schaubild von f schlieft mit der
x-Achse auf dem Intervall [O; 4] eine Flache ein. Bestimmen Sie a so, dass die Flache den
Inhalt 10 hat.

K ist der Graph von f mit f(x) = 3cos(%x); x€R. v

K und die x-Achse begrenzen auf [0; 3x] drei K
Flachensticke.

Bestimmen Sie den Inhalt der Gesamtfldache.

x=4
Berechnen Sie den Inhalt der gefarbten Flache. -1 T 2n 3n X
Formulieren Sie einen geeigneten Aufgabentext.
2n
Bestimmen Sie ohne Rechnung: j f(x)dx.

-

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %x“ - %xz +3; xeR, mit Graph G (s. Abb.).

Der Graph G und die x-Achse schliefen im I. und Il / G
Quadranten eine Fldche vollstdandig ein 1 LE £1 m). i

Diese Flache A beschreibt modellhaft die Quer- |

schnittsflache eines Larmschutzwalls. Zum Aufschit-

ten des Larmschutzwalls stehen 1870 m3 Material zur ‘

Verflgung. Berechnen Sie, wie viel Meter des Walls T

damit aufgeschittet werden kénnen. 3N Ao 1Y 34X

Der symmetrische, acht Meter breite und vier
Meter hohe Giebel eines Berliner Altbaus
muss instandgesetzt werden. Auf dem Foto
sehen Sie ein derartiges Haus.

Der Giebelrand wird beschreiben durch die
Funktion f mit

f(x) = éx“ —%xz +4; xe[-4; 4]

Fir die Fassadenfarbe gibt der Hersteller eine Ergiebigkeit von 350 cm3 Farbe pro m2 an.
Berechnen Sie, wie viele Dosen Farbe flr einen zweimaligen Anstrich des Giebels mindes-
tens geliefert werden miissen, wenn es 2-, 4- und 5-Liter-Dosen gibt.
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4.4.2 Flache zwischen zwei Kurven

Beispiel 1

>«

2 Kist der Graph von f mit

f(x)=-x2+2x+6 K s
und G ist der Graph von g mit g(x) = x2. 4 G
K und G umschlieBen die markierte 3
Flache. 2
Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache. 1
2/ 4 o2

L6ésung
K verlauft oberhalb der x-Achse.

Inhalt der Flache zwischen der Kurve K und der x-Achse in den Grenzen
2
x=-1und x=2: [f0dx=[-$x3+x2+6x|° =18

A =18 -

G verlduft oberhalb der x-Achse.
Inhalt der Flache zwischen der Kurve G, der x-Achse und den Geraden mit x = —1und

=2: fg(x)dx = [%x3]_21 =3
A, = 3_1
f(x)>qg(x) fir —1<x<2; Kverlduft oberhalb von G fir -1<x<2.
Inhalt der Flache zwischen Kund G: A=A;-A,=18-3=15
Berechnung mit einem Integral'
ff(x)dx —J. g (x)dx —J f(x) —g((x)d
-1 -1

-1

2 2

j( X2+ 2X + 6 — x2) dx =j(—2x2+2x+6)dx
-1

Hinweis: Mit dem Integral | (f(x) = g(x))dx

Graphvonf-g
wird der Inhalt der Flache
zwischen dem Schaubild der
Differenzfunktion f—-g und der
x-Achse bestimmt.
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Beispiel 2 Z_
2 Gegeben sind die Funktionen f und g mit 3T K g
f(x) = -%xz +x+2 und g(x) =x; xe€R.
Die Schaubilder K von f und G von g be- b
grenzen eine Flache (siehe Abbildung) B 2/ _]_ 1 2 3\ 4 X
Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache. 1
Lésung
K und G schneiden sichin x==-2 und x=2
Nach Verschiebung um c in y-Richtung (c >2) y
liegt die eingeschlossene inhaltsgleiche 6T
Flache oberhalb der x-Achse.
G
C

Der Inhalt Iasst sich mithilfe der Integration
Uber die Differenzfunktion mit
f(x) +c—(g(x) +c) bestimmen.

2 2 -3 —é —i S 1 2 3 :1 N X
HfW)+c—(gm)+c»dx:[UW)—gu»dx Sl K
2 2

Flacheninhaltsberechnung:
Inhalt der Flache zwischen den Kurven K und G: J (f) = g0)dx =

N

(—%x2 +X+2- x)dx

NN

I’\J

=[[-per2)ax=[-ge el =3

N'—'N

Der Inhalt der Flache zwischen K und G betragt %6.

Beispiel 3 y
< Gegeben sind die Funktionen 4
f mit f(x)——15cos(2x)+1;xe[R und 31
g mit g(x) = x3 - %; x€ R, mit den Graphen &

K und G. Die Graphen haben die gemeinsamen
Punkte P(0|- 0,5) und H(%

eine Flache mit Inhalt A.
Zeigen Sie: A = %1[.

) und begrenzen —‘1

Lésung

Integrationsgrenzen: a=0; b =%

2 2
Integration Uber f(x) = g(x): j (fx)—gx)d J ( 1,5cos(2x) +1- (i—?x3 - %))dx
0 0

(—1 5c05(2%) - 25x3 + 3]dx = [~ 075sin@x) - Sx4 + 3x| 2= (-Fn+ Fn) - 0=3n

1
O——pla

Flacheninhalt: A =3x
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Beispiel 4

2 Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = (x + 2)e™*; xeR und
gmit gx)=(x+He % xelR.
K ist das Schaubild von f, G ist das Schaubild von g.

a) Zeigen Sie, dass K und G keinen gemeinsamen Punkt besitzen.

b) Die Schaubilder K und G, die y-Achse und die Gerade mit x =—1,5 begrenzen eine
Fldche mit Inhalt A. Zeigen Sie: A =e!5 -1

Lésung
a) Schnittstellen von K und G
Bedingung: f(x) =g(x) (x+2)e X=(x+1e ¥ [-ex£0
X+2=x+1
2=1fA.
Damit schneiden sich K und G nicht.
b) Fldcheninhaltsberechnung yo-15 y
Integration tber f(x) - g(x): ' 37

[ (100 =g 00)dx

=15

0 T, K
/+§

G
0
=[ (x+20ex - (x+De ) dx ) Z T
-15 -1t
? 0 -2
:j e Xdx=[-e X g=-1+ el5>0
-15
Flacheninhalt A=-1+¢!5
0
Hinweis: j () - f(x)dx=1-¢e'5<0
-15

Far f(x)>g(x) auf [a; b] qgilt:

Der Inhalt der Flache zwischen K von f und G von g auf dem Intervall [a; b] ist
b

A= (0= g(0)dx,

a

K i
unabhingig von der Lage der Kurven \ G

im Koordinatensystem.

Fir f(x) <g(x) auf[a; b]gilt: A
b
A== (f(0 - g(0)dx. <3

Hinweis: Die Nullstellen von f und g sind
ohne Belang.

a \—/
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Aufgaben

1

a)

a)

b)

a)

Die Schaubilder K von f und G von g begrenzen eine Flache.

Ermitteln Sie den Inhalt A dieser Flache.

fx)=2x-x%, g

Gegeben ist das Schaubild K von f mit f(x) = —%x3 +3x; xeR und die Tangente t an K

an der Stelle —%. K und t schneiden sich auf der x-Achse. Uberpiifen Sie.

x)=x-2

b) f(x)=e™% gx)=e X+x2-1

Berechnen Sie die Maf3zahl der von K und t begrenzten Flache.

K ist der Graph von f mit f(x) = %(x3 -3x2-9x +27); xeR.

K und die Gerade g umschliefen eine Flache
vollstandig. Beschreiben Sie, wie Sie den Inhalt

A; dieser Flache berechnen kdénnen.
Bestimmen Sie die Mapzahl dieser Fldache.

K und die x-Achse begrenzen eine Flache mit

dem Inhalt A,. Zeigen Sie: A;= A,.

Berechnen Sie den Inhalt der markierten Flache.

y
2.
K
1+
_IZG\‘\'\

-2

Fur den Inhalt der grau markierten Flache gilt A = %
Bestimmen Sie mithilfe von A die Inhalte der rot

b)

markierten Flachen. K ist das Schaubild von f.
Begriinden Sie |hre Losungen.
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Schnittstellen im Integrationsintervall

Beispiel 1 yAr
< Gegeben sind die Funktionen f und g o K
durch f(x) =175x + 0,75; xR und “
g(x) = x3 - 2x2 + 2; xeR. Die zugeho- 3 6
rigen Graphen K und G schliefen zwei /T
25 y
Flachenstlcke ein. G|bt_j1 (fO0) = g(x))dx — /_] - 3 ! 1T
den Gesamtinhalt dieser Flache an? ol

Begriinden Sie Ihre Antwort.

L6ésung

Schnittstellen von K und G aus der Abbildung: x;=-1; x> =0,5; x3=2,5
25

Integration: f fO) - g(x)d
-1

2,5
=j (-x3+2x2 +175x - 1,25)dx
-1

=[-1ya42,3 2_ 25
=[x+ 2x3 + 0,875x2 - 1,25x )7
=179

Der Vergleich mit der Abbildung zeigt, dass der Inhalt der Gesamtflache grofer als 1,79
2,5

ist. Das Integral j (fO) = g(x))dx gibt nicht den Gesamtinhalt dieser Flache an.
-1

Abschdtzung des Inhaltes mit Kastchen: yA
Wenn ein K&stchen den Inhalt 1 hat, ist der 57 K
Gesamtinhalt groper als 2. 4 1,
3.
16

Da die Graphen von f und g eine Schnittstelle auf [-1; 2,5] haben, missen die Inhalte
der Teilflichen getrennt berechnet werden (Integration von Schnittstelle zu Schnitt-

stelle).
0,5

« | (Fo-gm)dx = -1,54 Ay =154
-1
2,5

« | (f0=g00)dx = 3,33 A =333
0,5

Inhalt der Gesamtflache: Ages = Aj+ A; =154 + 3,33 = 4,87
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Beispiel 2

< Kist der Graph von f mit f(x) = eX, G ist der Graph von g mit g(x) = eX-2x +1; xeR.
K und G schliefen fir —1<x <1 eine Flache ein. Berechnen Sie den Inhalt dieser

Flache.
Lésung
Schnittstellen von Kund G: f(x) =g(x) fir 2x-1=0 yr
Schnittstelle mit VZW: x = 0,5 5
0,5 0,5 G4
© ] (f0-g)dx=] @x=Ndx=[x2-x1%° =-2.25 3 K
-1 -1
i i
< [ (fOO—gM)dx=|(@2x-1dx =025
05 05 —/ I I
Inhalt der Flache: A=225+025=25 ol 1 2 X
Beispiel 3

2 Der Graph K von f mit f(x) = sin(2x); x€R, begrenzt mit der Parallelen zur x-Achse
durch S(0|1) auf [0; =] eine Fldche. Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.

L6ésung
Die Gerade mit y =1 verldauft durch die Hochpunkte v4
von K, sie berthrt K auf dem Intervall [O; «] nur an i
der Stelle 7 (Schnittstelle ohne VZW).
Integration von O bis =:

Cj)(1 -sin(2x))dx = [x +%cos(2x) g= n
Flacheninhalt A=n

Beispiel 4

2 Kist der Graph von f mit f(x) = 3sin(3x) - 4; xeR.
Die Abbildung zeigt zwei Flachenstlcke. Berechnen Sie
den Flacheninhalt eines der beiden Flachensticke.

Lésung
Schnittstellen durch Ablesen: X1=1 X2=2; x3=3
Wegen der Symmetrie von K und g zu W(2|-4) sind die Flachen gleich grop.

Flache zwischen K und x-Achse:

?cos(ﬂx)—4x]12:é—4<0

f(Bsin(%x)—4)dx: 5 =

Flacheninhalt: Ay = 4 —%

Trapezinhalt: At = % 1= g oder A + Ap =%+1 =§

A _5 6\ _6
Gesuchte Flache: A = 5= (4 - —) =7

T

_3
2
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Berechnung des Inhalts der Flache, die von den Kurven K von f und G von g auf dem
Intervall [a; b] umschlossen wird.

a) Berechnung der Schnittstellen
Bed.: f(x)=g(x) = f(x) —g(x) =0 liefert die Schnittstellen x;, x5, ...

b) Integration der Differenzfunktion mit f(x) — g(x) mvurl.dena
Xq

- [ (F60 = g(0)dx

a
b

- [ (F0 = g(0) dx
X1

c) Addition der Betrdge der Integralwerte
ergibt den Inhalt der Gesamtflache.
Ages = A w Az

X=a X=b

Hinweis: Nicht Uber eine Schnittstelle mit Vorzeichenwechsel hinweg integrieren.

Vergleichen Sie mit der Berechnung des Inhalts der Fldche zwischen der Kurve K von f
und der x-Achse auf dem Intervall [a; b]

a) Berechnung der Nullstellen
Bed.: f(x) =0 liefert die Nullstellen x4, x5, ...

b) Integration Gber f(x)dx 7

Xy

-jﬂmm K

b A T
° j f(X) dx A X] X2

X 1 | X

¢) Addition der Betrdge der Integralwerte
ergibt den Inhalt der Gesamtflache.
Ages = A + A;

>
n
[<3)

Hinweis: Nicht tber eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel hinweg integrieren.


https://mvurl.de/qmdj
https://mvurl.de/znap
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I Analysis

Aufgaben

1

a)

b)

a)

b)

Fir xeR sind zwei Funktionen f und g gegeben mit f(x) =23 - 4x2+ 4x) und
gx) = %xz. Die zugehdrigen Graphen begrenzen eine Fldche.

Berechnen Sie den Inhalt A dieser Flache.

K ist der Graph der Funktion f mit f(x) = %x3 -3x2+4x; xeR.

Geben Sie eine Stammfunktion von f an und berechnen Sie den Inhalt der Flache, die von
K und der x-Achse im 1. Feld eingeschlossen wird.

K schlieft mit der Parabel P von g mit g(x) = %XZ - %x; x€R, zwei Flachensticke ein.

Wie grop ist die Flache, die den Punkt D (1| 0) enthalt?

Die Funktionen f und g sind durch f(x) = sin(x) y r
und g(x) = cos(x) gegeben. e Graph von f
Wie grof ist die markierte Flache?

i 2 3 N\_*
Graphvon g

K und G sind die Schaubilder der Funktionen f
mit f(x) =—-4e *+3 undgmit g(x) =x-1.
Berechnen Sie den Inhalt der markierten
Flache.

N W

—
>

K ist das Schaubild der Funktion f mit y
fx)=2x(x-2)(x—-1); xeR. P
Bestimmen Sie den Inhalt der markierten H K

Flache mit P(22).

Die Tangente an K im Ursprung begrenzt

mit K eine Flache. Berechnen Sie den Inhalt. 1\/2 X

K und G sind die Graphen der Funktionen f y
und g mit f(x)=%x3—2x2+3x+%; xeR 3

K
und g(x) =2; xeR. Zeigen Sie: G berihrt K in 2

x =1 und schneidet Kin x =4.
K und G begrenzen im 1. Quadranten eine
Flache. Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.




7 Kist das Schaubild der Funktion f mit f(x) = -x2(3 - x); xeR.

10

1

Integralrechnung

Die Gerade g schneidet die Kurve Kin x;=1 und x, = 3. K, g und die x-Achse schliefen

im 4. Feld eine Flache ein. Berechnen Sie deren Inhalt.

o<

Gegeben ist f mit f(x) =e2 X+ 0,5x +1; xeR
mit Graph K. Wie I&sst sich der Inhalt A der 6
markierten Flache bestimmen?
Geben Sie A an.

Gegeben ist die Funktion f durch

f(x)==-x3+4x2-3x; xeR

und der Graph von g in der Abbildung.

Die Graphen von f und g begrenzen fir 1<x <3 einen
See. Der Graph von f bildet modellhaft die nérdliche und
die zu g gehdrende Parabel die stdliche Uferbegren-
zungslinie. Die x-Achse verlduft in West-Ost-Richtung
(1LE £ 1km). Berechnen Sie die Grof3e der Seeflache.

Gegeben sind die Schaubilder Kq und K¢
zweier Funktionen g und f

(siehe Abbildung).

Kg und K¢ begrenzen eine Fldache mit dem
Inhalt A.

A, ist der Flachenanteil von A, der im
ersten Quadranten liegt.

0 1\3/3 X

Graphvon g

Geben Sie ein geeignetes Vorgehen zur
Bestimmung des Flacheninhaltes von A,
an.

K ist das Schaubild von f mit f(x) =sin(2x), xeR.

K begrenzt mit der x-Achse eine Flache auf dem Intervall [O; %] mit Inhalt A.

Die Funktion f wird auf [O; %] durch eine Funktion p mit p(x) = - & x2 + 2x angenahert.

K und die Parabel G von p berlihren sich in den gemeinsamen Punkten
von K mit der x-Achse. G begrenzt mit der x-Achse eine Flache mit Inhalt B.

Um wie viel % weicht B von A ab?

169
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4.4.3 Besondere Aufgabenstellungen bei der Flacheninhaltsberechnung
Flache zwischen Kurve, Gerade und x-Achse

Beispiel

< Gegeben ist das Schaubild K von f mit
f(x) =%x3 - 4x2+8x; xeR.

a) Geben Sie Eigenschaften der Kurve K an.

b) Die Gerade G mit Steigung —4 schneidet K
in S(2]4). Ubertragen Sie K in Ihr Heft und
zeichnen Sie G in Ihr Achsenkreuz ein.

¢) Kund G schlieBfen mit der x-Achse zwei
Flachensticke ein.
Berechnen Sie den Inhalt des Flachenstiicks, das den Punkt P (3|1) enthalt.

S ¢ D 0 & sy

T 2 5 4 5%

Lésung
a) Kist der Graph einer Polynomfunktion
3. Grades. K verlduft vom 3. in das 1. Feld.
Schnittstellen mit der x-Achse:
x1=0; x3=4
Tiefpunkt: T(4|0)
b) Zeichnung
¢) Schnittstelle von Kund G: x;=2

il L~

o+

{
I P 4 1
Aus der Zeichnung: / i i\ 4 5 X
Schnittstelle von G und x-Achse: xs =3 Bl
Flacheninhaltsberechnung:

Flache zwischen K, der x-Achse und den Geraden mit x =2 und x=4
4

[foodx="2; A =2
2
Berechnung des Inhaltes der Dreiecksflache: Ap = %'a~b = %-a-f(Z)
_1.a_oy.4=
=5(3-2)4=2
Inhalt der gesuchten Flache: A=A —Ax= g -2= %
Hinweis: Die in der Aufgabe gesuchte Flache YA
ist keine Flache zwischen zwei Kurven. 6T G
4 | K
j (f(x) = g(x))dx liefert den Inhalt der !
2
2 -
gefdrbten Flache (Flache zwischen K, G und x=4

der Geraden mit x = 4).




Verhaltnis der Inhalte zweier Flachen

Beispiel

Integralrechnung

< Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) =-x2-2x+8; xeR und

gx)=2x+8; xeR.

Der Graph K von f begrenzt mit der x-Achse eine Fldache. Der Graph G von g unterteilt

diese Flache in zwei Teilflachen.

Zeigen Sie: Die Inhalte der Teilflachen verhalten sich wie 8:19.

L6sung

Schnittstellen von K mit der x-Achse: f(x) =0

Schnittstellen von K und G: f(x) = g(x)

Nullform:
Satz vom Nullprodukt:
Skizze:

Inhalt A der Flache zwischen K und der x-Achse:

2
J f(x)dx = [—%x3—x2+8x _24=36

Inhalt A =36

Inhalt A, der Flache zwischen K und G:

Inhalt A, =32

Inhalt A, der Flache zwischen K, G

und der x-Achse:

Fir das Verhaltnis qgilt:

Die Teilflachen A;und A, verhalten sich wie 8:19.

-x2-2x+8=0
X1=2; X, =-4
-x2-2x+8=2x+8
-x2-4x=0

X3==4; x4=0

0
[ (f60 = g0)dx
4

A=A-A=36-2£=1

A2 _76.32_76_19
AT3°37° 3278

Hinweis: Die Teilflachen A, und A, verhalten sich wie 19:8.

17
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Aufstellen von Kurvengleichungen mit gegebenem Flacheninhalt

Beispiel

< Das Schaubild einer Polynomfunktion f 3. Grades ist punktsymmetrisch zum Ursprung
und verlduft durch den Punkt N (4]0). Sie schlieBt mit der x-Achse im 1. Feld eine
Flache mit dem Inhalt A = 6,4 ein. Bestimmen Sie f(x).

Lésung

Ansatz wegen Punktsymmetrie: f(x)=ax3+cx

Ableitung: f'(x)=3ax2+c

Aufstellen der Bedingungen:

N(4]0) ist Kurvenpunkt: f(4)=0 Q)
4

Inhalt der Flache zwischen x-Achse und Kurve: j f(x)dx = 6,4 (2)
0

Hinweis: Die Fldche liegt oberhalb der x-Achse, also liefert das Integral tber f(x)dx von
X1 =0 bis x, =4 die Mafzahl fur den Flacheninhalt.

Aufstellen der Bestimmungsgleichungen fiir a und c

Bedingung (1): 64a+4c=0
4 4
Integration: If(x)dx = J (@x3 +cx)dx
0 0
=[0,25ax*+0,5cx?]3 = 64a +8¢c
fUhrt auf die Bedingung (2): 64a+8c=64
Auflésen des LGS v 4
64a+4c=0 "
64a+8c=64 2+
Subtraktion ergibt 4c=6,4 = c=16 \ =+ A
Einsetzen ergibt a=-0,. I A I
Funktionsterm: f(x) = -0,1x3+1,6x | 8 2 A 41 12 3 A\x
_2-
=371

Hinweis: Aufldsen der Gleichung 64a+ 4c =0 nach z.B. cergibt: c=-16a
4
Einsetzen und Integration: I(a x3 -16ax)dx
0
=a[0,25x% +8x?]3 = -64a

Die Bedingung A = 6,4 ergibt: -64a=64
a=-01
Einsetzen ergibt ¢ =1,6 und damit: f(x)==0,1x3+1,6x
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Aufgaben

1 Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = %x3 - %xz +4; xeR.

a) Das Schaubild K von f, die Wendetangente und die y-Achse begrenzen eine Flache.
Bestimmen Sie deren Inhalt. y

b) Eine Gerade g schneidet Kin U(=2]...) und V(6]...). K
Berechnen Sie den Inhalt der von K und der Gera-
den gim 1. und 2. Feld eingeschlossenen Flache. A

c) Wie grof} ist die markierte Flache? Erldutern Sie

. 7 -1 JI 12 4 X
Ihre Vorgehensweise.

2 Kist der Graph der Funktion f mit y .

f(x)=3sin(%x); xel[-1; 41. 3
2 K

a) Beschreiben Sie, wie Sie den Inhalt A der markierten 1+
Flache bestimmen. Ermitteln Sie A. ] 3 N

b) Die Parallele zur x-Achse durch H, die y-Achse und K
begrenzen eine Flache.

Berechnen Sie ihren Inhalt.

3 Der Graph der Funktion f mit f(x) = x(x = 3)2;, xeR, ist K.

H (1] 4) ist der Eckpunkt eines Rechtecks, von dem zwei Seiten auf den Koordinatenachsen
liegen. K unterteilt das Rechteck in zwei Teile. In welchem Verhdltnis stehen die Inhalte
der beiden Teilflachen?

4 Das Schaubild K der Funktion f mit f(x) = ax# + bx schneidet die x-Achse aufer im
Ursprung nur noch in N(1|0). K schlieBt mit der x-Achse im 1. Feld eine Fldche mit dem
Inhalt A =9 ein.

Ermitteln Sie a und b.

5 Die Form einer Wurfscheibe (Diskus) lasst sich ndherungsweise y

beschreiben durch ein Parabelstiick, das um die x-Achse 10t

rotiert (siehe Abb., alle Angaben in cm).
Das Parabelstiick liegt im 1. Quadranten und wird beschrieben

durch die Gleichung y = - %x(x - %)

Bei einem Diskus besteht die Kante aus Stahl

(siehe Abb.) und der Rest aus einem anderen Material.
Im Querschnitt Idsst sich die Stoffgrenze beschreiben
durch eine Gerade mit der Gleichung y = %5.

Welchen Anteil an der Gesamtquerschnittsflache hat die

Querschnittsflache der Stahlkante?
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1

a)

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.

0= 2(x3+3x2 + 4)

b) f(x) = -3x +4el-2x

Bestimmen Sie eine Stammfunktion F von f mit f(x) =1+ 5sin(3x) und F(0) = 3,5.

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) =-0,25(x —1)(x — 2); x€ R, mit Schaubild K.
K schliept auf [O; 2] mit der x-Achse zwei Flachensticke ein.

Berechnen Sie den Gesamtinhalt.

K ist der Graph von f mit f(x) = x3 + 4x2; x€R, G ist der Graph von g mit g(x) = x2; xeR.
K und G schliefen eine Flache ein. Berechnen Sie den Inhalt dieser Flache.

K ist der Graph der Funktion f mit f(x) = e-05% xeR. | 2
Die Abbildung zeigt K mit der zugehdrigen
™

Tangente im Punkt S(O|1) sowie die Gerade mit
der Gleichung x = 3.

Berechnen Sie den Inhalt der grau unterlegten
Flache.

Gegeben ist das Schaubild
einer Funktion f mit dem
Definitionsbereich [-7; 7].

Begriinden Sie fir jede der % /R Y
folgenden Behauptungen, \/
ob sie wahr oder falsch ist.

=21

(1) Die Tangente an das Schaubild von f an der Stelle x = -2 hat die Steigung —1.
(2) Das Schaubild jeder Stammfunktion von f hat an der Stelle x =0

eine waagerechte Tangente.
(3) Jede Stammfunktion von f hat finf Wendestellen.

4) | f(x)dx>10

ff(x)dx =0

4
J
-4
4
G |
0
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4.5 Anwendungen der Integralrechnung

4.5.1

Beispiel

2 Die Abbildung zeigt den Querschnitt des

Flachen in anwendungsorientierten Aufgaben

Betonkorpers eines Tunnels.

Dieser wird durch die Graphen zweier
Funktionen modelliert, innen durch K
von f mit f(x) =ax2+ b, auBen durch G

von g mit g(x) = 8COS(%X) +3.

Die lichte Tunnelh6éhe betragt 8 m.

a) Bestimmen Sie a und b.

b) Wie viel Beton wird benétigt, wenn der
Betonkorper 5m in den Tunnel reicht?

L6ésung

a) Bedingungen fir a und b: f(0)=8 = b=8

f(10)=0 = 100a+b=0

Einsetzen von b =8 ergibt: a= —%
Funktionsterm: f(x) = ——x2 +8

b) Querschnittsflache

Um den Inhalt der Querschnittsflache zu berechnen, braucht man folgende Flachen:
As: Flache zwischen der Kurve G und der x-Achse zwischen =14 und 14
A,: Flache zwischen der Parabel K und der x-Achse zwischen =10 und 10

Hinweis: Die Kurven K und G sind symmetrisch zur y-Achse.
14

Ai: 2] 8 (cos(5x) +3)dx = in(75x) + 3x|, =226,6 A= 226,6
0
10

Az 2| (-Zx2+8)dx = 2[-&x3 + 8|, =106,66 A, =106,7
0

Inhalt der Gesamtflache in m2: A=A—-A,=199

Volumen des Betonkorpers: V=A-h=199-5=5995

Man benétigt etwa 600 m3 Beton.
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Aufgaben

1

a)

b)

a)
b)

a)

b)

Eine Wasserrinne wird durch den Graph einer

@ <

Polynomfunktion f mit f(x) = _31_2)(4 +x2 model-

liert. Eine LE in der Abbildung entspricht 1dm in
Wirklichkeit.

Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Wasserquer-
schnitts, wenn die Rinne ganz gefullt ist. Y] 4 X
Wie viel Prozent der maximalen Wassermenge

fliept, wenn die Wasserrinne bis 3,5dm geflllt ist?

Die Abbildung zeigt den Querschnitt des Betonmantels einer Unterfiihrung (Langen in
Meter). Die Schaubilder der Funktionen f mit ¥

f(x) =ax2+ 6,5 und g mit q(x)=bcos(§x)+c 5

begrenzen den Querschnitt von unten bzw. von oben.

Bestimmen Sie a, b und c und k. 4

Wie viel Beton wird bendtigt, wenn die Unterflhrung 2

80m lang ist? 0-8-6-4-202 4 6 810X

Zwei sich senkrecht kreuzende Autobahnen sollen
miteinander verbunden werden.

Die Abbildung zeigt die Situation in einem geeigneten
Koordinatensystem.

Die Verbindungskurve K mindet bei —2 und bei 2 ohne
Knick in die Geraden ein.

Die Kurve K ist der Graph einer Polynomfunktion f.
Welche Bedingungen muss f erfiillen?

Prifen Sie ob die Bedingungen fir f mit

f(x) = —61—4x4 + %xz +% erfiillt sind.

Wie grof} ist die ,,vergeudete”, d.h. von den Straen
eingeschlossene Flache?

Herr Burg ist Eigentimer der Wiese W am Fluss. Die Abbildung zeigt die Lage von W und
den Verlauf eines Flusses (Mafe in m, nicht mafstabsgetreu).
Wie viel m2 hat die Wiese?
Er verpachtet den Flusslauf von a bis c als Fischwasser b
fur 1€ pro Jahr und m2 Wasserflache. 100
Wie hoch ist sein Pachtzins, wenn der Fluss immer W
b =25m breit ist? Erldutern Sie Ihre Vorgehensweise.
200 < 50—>|
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4.5.2 Interpretation von Flachen

Oy
L mvurl.de/t49r
Beispiel 1
< Das Schaubild von f mit f(t) = 0,005t3 - 0,1t2-19t + 115; t> 0,

beschreibt die Anzahl der Fahrzeuge pro Minute, die eine Mautstelle passieren.

Wie viele Fahrzeuge passieren in den ersten 20 Minuten insgesamt die Mautstelle?

Lésung Anzahl/Minute

f(1) =113,0; d.h. 113 Autos/Minute, konstant 100:‘>>>>>

Uber eine Minute ergibt: 113 Autos in dieser

Minute. Die Summe der Flacheninhalte Spolaltol -
aller Rechtecke ergibt naherungsweise die FEEEEE E
Gesamtzahl der Fahrzeuge: 20+

13,0 +110,8 +108,5 + ... + 77,0 =1834,5 I I A

Die Gesamtzahl der Fahrzeuge ldsst sich 5 10 15

durch den Inhalt der Fldache zwischen dem Graph von f und der t-Achse bestimmen:
20

j f(t)dt =1853,3. In den ersten 20 Minuten passieren 1853 Fahrzeuge die Mautstelle.
0

Vergleichen Sie die Einheiten:

20,
tin min

Anzahl der Fahrzeuge
Minute

-Minute ergibt Anzahl der Fahrzeuge.

Hinweis: Bei gegebener Ankunftsrate f (Fahrzeuge pro Zeiteinheit) wird die Gesamtzahl
b

der Fahrzeuge im Zeitraum [a; b] bestimmt durch J f(t)dt.
a

Beispiel 2

< Fir die kommenden Monate kann die Absatzrate eines Produktes durch folgende
Funktion f modelliert werden: f(t) =12e=95t+1; t >0; t in Monaten; f(t) Absatzrate
(Absatz in ME/Monat). Berechnen Sie den Gesamtabsatz in den ersten 6 Monaten.

L6ésung ME/Monat
Die Summe der Flacheninhalte aller Rechtecke P2
ergibt ndherungsweise den Gesamtabsatz. 10+ fy=83
Der Gesamtabsatz lasst sich durch den Inhalt 8
der Flache zwischen dem Schaubild von f und 6T
4
2

6
der t-Achse bestimmen: J f(t)dt = 28,8 | ' |

0 [ ]
In den ersten 6 Monaten kénnen 28 ME abge- 0 2 3 4 : :
setzt werden.

Vergleichen Sie die Einheiten: %-Monat ergibt ME.

1-83

6
t Monate

Hinweis: Bei gegebener Absatzrate f (Absatz in ME pro Zeiteinheit) wird der
b

Gesamtabsatz im Zeitraum [a; b] bestimmt durch I f(t)dt.
a
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Beispiel 3

2 Gegeben ist die Geschwindigkeitsfunktion v
mit v(t) =St - =t 0<t<40; vin' tins.
Bestimmen Sie die Maf3zahl des insgesamt
zurickgelegten Weges.

Lésung
Der zurlickgelegte Weg entspricht der Fldche unter Vi
der Kurve im v-t-Diagramm. 50
40 40 40 -
[ vrdt=[ (Lt -Lt2)at sol0 =283 =
0 0 2 Eln N

(7 1,4 140 _ e jcl

=[ T2 - 413 0 = 137778 0 S 2
Der zurlickgelegte Weqg betragt 1377,78 m. 0 = =}

10 20 30 40 t

Vergleichen Sie die Einheiten: %-s ergibt m.

Hinweis: Bei gegebener Geschwindigkeit wird der zurtickgelegte Weg im Zeitraum [a; b]
b
berechnet durch j v (t)dt.

a

Aufgaben

1 Das Hohenwachstum eines Baumes kann fir 0 <t<5
g durch die Anderungsrate v beschrieben werden:
v(t) =1,25e795t: tin Jahren; v(t) in Meter pro Jahr.

a) Zeichnen Sie einen Graphen, der die Entwicklung der Hohe
des Baumes darstellt, wenn dieser zu Beginn (t =0) 0,5m
hoch war.

b) Welche Bedeutung haben die folgenden Integrale
fir die vorgegebene Situation?

1 4 4
- [vvat - [ vt £ 05+ [vdat
0] 1 0

2 Der Kostenzuwachs eines Betriebes fur die Produktion von x ME
lasst sich beschreiben durch K’(x) = 3x2 = 14x + 135, x in ME;
Py Geldeinheit [ GE
K'(in Mengeneinheit (ME)'
Berechnen Sie folgende Integrale und interpretieren Sie Ihre Ergebnisse 6konomisch.
5 10 10
a) [K(xdx b | K'(x)dx ) 20+ K'(x)dx
0 5 0
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1.2.4 Lineare Gleichungssysteme mit Parameter

Beispiel 1

< Fiir jedes t € Rist das folgende lineare Gleichungssystem (LGS) gegeben:

X{+ X2+ X3 =2
txo + x3 =4t

tXZ_ X3 = -2

a) Fur welchet € R ist das LGS unldsbar, mehrdeutig |6sbar, eindeutig |6sbar?
b) Bestimmen Sie die Losungsmenge fiir den Fall der eindeutigen Lésbarkeit.

Lésung

a) Koeffizientenmatrix auf Dreiecksform bringen
11112 111 2
Ot 1 |4t] ~|0 t 1 4t
ot-11-2 002[4t+2

Untersuchung der Diagonalelemente:
Fir t = 0 ist das LGS nicht eindeutig |6sbar.

Erweiterte Dreiecksform fir t = O:

Die 3. Zeile entspricht der Gleichung:

Die 2. Zeile entspricht der Gleichung:
Furt = 0O ist das LGS unldsbar,

fir t # O hat das LGS genau eine Losung, da alle Diagonalelemente ungleich null sind.

Fir kein t € R ist das LGS mehrdeutig lI6sbar.
b) Ldsungen fir t #0

Aus der erweiterten Dreiecksform:

Durch Einsetzen von x3 = 2t +1

in t-x,+ x3 =4t (2. Zeile)
ergibt sich x,:

Einsetzen in x; + X2 + x3 = 2 (1. Zeile):

Ldsungsvektor fur t £ O:

Ldsungsmenge flr t £ O:

t=0
1T11]2
00 1|0
002[2
2x3 =2
X3=1
X3=O

2x3= 4t +2
X3 =2t +1

txo +(2t + 1) = 4t
tX2=2t_1
XZZZ—%

X+ @-P+2tt1=2

X =1-2t-1
1
p-at-1

X=| 2-1
2t +1

1
f—Zt—1

2-1 [ te R\{0)
2t +1

L=
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Beispiel 2
< Fiir jedes t € Rist das folgende LGS gegeben:
txq + 4x, + 2x3 =4
A%, +E +x3 =2
(t2=1x3 =t -1

a) Fur welche t € R hat das LGS genau eine, keine, mehr als eine Lésung?
b) Bestimmen Sie den Lésungsvektor im Falle der Mehrdeutigkeit.

Lésung . 4
a) Koeffizientenmatrix in erweiterter Dreiecksform: {0 4 t+1 2
00 t2—-1ltt-1

Untersuchung der Diagonalelemente: t=0
t2-1=0flrt=+1

Furt € R\{0; - 1,1} sind alle Diagonalelemente ungleich null.
Das LGS hat fur t € R \{0; = 1,1} genau eine Lésung.

042 |4 042 |4 04 2|4
Untersuchung fir t = O: 041 |2|~[00 1 |2|~|00 1]2
00 -1/0 00 -110 00 02
Fur t = O hat das LGS keine Ldsung (letzte Zeile: O x3 = 2).
-14 2|4
Untersuchung firt=-1: 0 4 0|2
0 0 0]2
Fir t = —1hat das LGS keine Lésung.
14214
Untersuchung firt =1: 04 2|2
00 00

Fir t =1hat das LGS mehr als eine Losung (letzte Zeile: 0 x3=0).
b) Losungfirt=1
Mit x5 =1, r € R (x3 ist frei wahlbar) ergibt sich durch Einsetzen in

die Gleichung 4x, + 2x3 = 2: 4%, +2r=2 & X2 =0,5-0,5r
Einsetzenin x; + 4x; 4+ 2x3 = 4: Xg+4(05-05nN+2r=4& x=2
o 2
Lésungsvektor: X =105-05r|;reR
r
Aufgaben

1 Untersuchen Sie das LGS auf Lésbarkeit.
Bestimmen Sie den L&sungsvektor im Falle der mehrdeutigen Lésbarkeit.

a) Xi4+ o+ xz= -2 12 2]+ 01 1]2
by [102]3 c)joo 14
t+Dxx+2x3=6 1t2l4 t 2 —1] -1

tX3 =-3

2 Fiirjedest e Rist das folgende LGS gegeben:
X{+ 48X, +tx3=2 A txo +2x3=3t A0 -bDx3=t -1
Bestimmen Sie fiir t =1die Losungsmenge des Gleichungssystems.
Fir welche Werte von t hat das lineare Gleichungssystem keine Losung, unendlich viele
Ldsungen, genau eine Losung?
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Was man wissen sollte - Giber die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems

Untersuchung in zwei Schritten (am Beispiel von 3 Gleichungen fiir 3 Unbekannte):

1. Umformung der erweiterten Koeffizientenmatrix cpreeseene
mit dem GauPverfahren in die erweiterte Dreiecksform: (O . ’ )
O O°esef *
—
A*

2. Untersuchung der Diagonalelemente von A*

/\

Alle Diagonalelemente von A* Mindestens ein Diagonalelement von A*
sind ungleich null. ist gleich null.

| |

Das LGS ist eindeutig I6sbar. Das LGS ist nicht eindeutig |6sbar.
Die rechte Seite entscheidet:

Das LGS ist
mehrdeutig I6sbar. unldsbar.
{750 . o | . £0 - . . \
z.B. | O 0 |- 0 0o | -
o 0o olo] [0 0 of=0]]
Beispiele
2 0|4 L [-12
a) |0 2|4 = x = —4) Das inhomogene LGS ist eindeutig I6sbar.
0 0 0 0
2 0]0 L |0
0 2|0 = x = O) Das homogene LGS ist eindeutig I6sbar.
0 O 0 0
2 0|4 N —12 + 4r
b) |0 2|4 = x=|-4+2r Das inhomogene LGS ist mehrdeutig I6sbar.
0 0 0 r
2 010 5 [4r
0 2|0 = x = Zr) Das homogene LGS ist mehrdeutig I6sbar.
0 0 0 r
2 0|4
c) |0 2|4 Das inhomogene LGS ist unlésbar.
0 O 1




c)d)
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Aufgaben
1 Bestimmen Sie den Lésungsvektor.
12 0|4 12 0|4 01 2|5
a) |0 124 b) |0 024 c) |0 -20|-2
0O 0 0|0 0 0O0]|0 0O O 418
11 2|5 -1 2 5|0 -125]|0
d) [00O0|O e) 0 -13]|0 f) 0 03]|0
0000 0O 0 O0lO 0 0010
-1 210 11]5 113
g) [0 -1|0 h)y [oo0f0 iy (1 -10]2
0o 110 000 2 0 0[5
2 Berechnen Sie die L8sungsmenge.
a) Xg — 3%+ 2x3=2 b) 8x, — 4x3=4
2X; — 6% + 5x3 =1 X1+ 2% — 3x3=2
3%+ 1Mxo — 9x3 =1 —3X; — 4%, + 8x3=-5
c) 2Xy+4x,+ 6x3=0 d) 2%+ 5%, — x3=25
3X1+ 2X2+ X3=1 X1+ 7X3=1O
2%y + 4x3=-0,5 X1+ 2X+ X3=12
e) Xxy+2x2+ x3=0 f) 3x;— 5% =2
—2X1— Xz + 3x3=-1 X1+ 3x3=3
g) 2x; 4+ x3=-1 h) 3x;— 7x2+ x3=0
3 Bestimmen Sie den Ldsungsvektor des Gleichungssystems.
a) X+ 8xp=-1 b) x—3x2+ x3=2
X1+2X2=2 4X1—2X2+3X3=4
2X1+ 6%, =3 —4x;+ 2Xp — X3= -2
31+ Xp+ 2X3=2
01 1|1
4 GegebenistdasLGS |0 1 0 2]
00 3|1

Untersuchen Sie auf Lésbarkeit. Andern Sie eine Zahl so ab, dass sich die Ldsbarkeit
andert. Bestimmen Sie gegebenenfalls den Losungsvektor.

5 Zeigen Sie, dass das LGS x; — 2X5 + X3 = 1A X; — 4Xp + 2X3 = 2A —2Xp + X3 = —1
unldsbar ist.
6 Bestimmen Sier, s und t so, dass gilt: 44+ r+4+2s=4t+3
34 3r+4 2s=2t
14+ 4r + 4s = 4t.

7 Gegeben ist das lineare Gleichungssystem:
2X1 —2%X2 + 2X3 = Xy A —X1 + Xo + X3 = X2 A 4X; — 2X2 = X3.

Zeigen Sie: X = ist ein L6ésungsvektor. Berechnen Sie alle Lésungen.

2
3
2
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g 8 GegebenistdasLGS: 2% — Xp+ Xz=-2

—Xi+ Xp+ X3=2

X1+ Xo+ 5x3=2
Bestimmen Sie den allgemeinen Lésungsvektor.
5 -5
Prifen Sie, ob x = 752 ein Lésungsvektor ist.

Bestimmen Sie eine spezielle Lésung mit x; + X + X3 = 1.

0 2|x
9 Gegeben ist das LGS 9 10|V
301z

-1
a) Ist das LGS losbar fir x =y =z = 0? Wenn ja, geben Sie den Losungsvektor an.
b) Ist das LGS I6sbar fur x =y = 0 und z =17 Wenn ja, geben Sie die Losung an.
¢) Welche Beziehung besteht zwischen x, y und z, wenn das LGS I&sbar ist?

10 Fiir jedes ke R st das folgende LGS gegeben:
X1+ X2+ X3 =TA2X+6X2+8X3 =—2A3X1+6x,—kxz =0
Untersuchen Sie das LGS auf Ldsbarkeit. Bestimmen Sie alle Losungen.

0
-2
0

Bestimmen Sie die allgemeine L&sung dieser Gleichung.

1
0
0

4
11 Welche der Vektoren 1]sind Lésungen der Gleichung x; — 2x, + X3 = 47?
2

10 2 |3
12 Fir welche Werte vontist das LGS |0 t 1 | 0] eindeutig I6sbar, mehrdeutig I&sbar,
" 0Oo0t-214
unldsbar?
13 Gegeben ist das lineare Gleichungssystem: 2Xy +2%X,=x3=0 Q)
X; + 3%, +2x3=0 )
2X; +6x,+4x3=0 3)

Bestimmen Sie die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems, das aus den
drei Gleichungen (1), (2) und (3) besteht.

Bestimmen Sie die Losungsmenge des Gleichungssystems, das aus den Gleichungen
(1) und (2) besteht.

Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung (1).

14 Fir welche Werte von t € R ist das folgende Gleichungssystem unlésbar, mehrdeutig
|6sbar, eindeutig I6sbar?
a) X+ 2%+ x3=t
txo + x3=1
X3=2

b) x1+ 2% =2
t+Dxo+x3=1
tx3=-1
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1

a)

a)

Untersuchen Sie das LGS auf Ldsbarkeit. Bestimmen Sie gegebenenfalls den
Losungsvektor.

3%+ 2Xp — X3 = —2 b) (21 1]|=2 c) [120]-3
02 1|0 134|-2
2%y — 3X2 + X3=9 44 1]-4 014]|s
4xy + X3 =—7
Zeigen Sie: Das LGS ist mehrdeutig I6sbar.
X]+4X2+ X3=1O
X1+ 2X2 + X3 = 8
X1+ X+ X3=7
Bestimmen Sie den L&sungsvektor des Gleichungssystems.
X1+ 8xp = —1 b) 2x;+ 3xp — 5x3=-1
X]+2X2=2 —X1— X2+3X3=1
2X1+ 6%, =3
Gegeben ist folgendes Gleichungssystem: 2X1+ Xz +3x3=3

X;]— Xo+4x3=3
4X1+3X2+11X3=5

Geben Sie eine Ldsung des Gleichungssystems an, bei der x5 = O ist.

Fir ein Klassenfest kaufen drei Schiiler im gleichen Getrankemarkt Mineralwasser (M),
Saft (S) und Cola (C) ein. Die Tabelle gibt die Anzahl der gekauften Gebinde an.

Mineralwasser (M) Saft (S) Cola (C)
Schiiler 1 2 4 5
Schiiler 2 3 2 6
Schiiler 3 2 5 5

Die Einkdufer legen der Klassenkasse Belege tGber 80 Euro, 75 Euro und 89 Euro vor.
Wie viel Gewinn erwirtschaftet die Klasse, wenn alle Getranke verkauft werden und der
Verkaufspreis von M 20 %, der von S 30 % und der von C 25 % lber dem jeweiligen
Einkaufspreis liegt?
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2.2 Ebenen
2.2.1 Ebenengleichung in Parameterform

Die Abbildung zeigt einen Ausschnitt der Ebene E,
die durch den Punkt P und die beiden
Richtungsvektoren Tundv festgelegt ist.

Die Richtungsvektoren U und V sind nicht
parallel.

Punkt-Richtungs-Form

Um die Ebene durch eine Gleichung zu be-
schreiben, Gberlegt man sich, wie ein Punkt auf
E erreicht werden kann. Ein beliebiger Punkt X

auf E hat den Ortsvektor &) = 5) 41U + sV,
Fur jede Wahl der Parameter r und s erhalt
man einen Ebenenpunkt X.

Ist P ein Punkt mit dem Ortsvektor B) und sind U und vV zwei nicht parallele (nicht
kollineare) Richtungsvektoren, dann kann eine Ebene E durch folgende Gleichung be-
schrieben werden:

E:)?=5)+ +sv:rscm.
Diese Form der Ebenengleichung nennt man Parameterform (oder Vektorform).
Da die Ebene durch einen Punkt und zwei Richtungsvektoren bestimmt ist,
heift diese Form der Ebenengleichung auch , Punkt-Richtungs-Form".

Bemerkung: Der Vektor B) heift Stiitzvektor (Aufpunktvektor).
Die Vektoren U und V sind die Richtungsvektoren oder Spannvektoren der
Ebene E.
Man sagt: Die Ebene E wird von den Vektoren UundVv .aufgespannt”.

Beispiel

< Die Ebene E enthélt den Punkt P(1] 3 | —3) und wird von den Richtungsvektoren

-1 3
U= g undv =| 2 aufgespannt. Geben Sie eine Gleichung von E an.
Lésung
1 1 —1 3
Mit|3)=@)=(3: X = 3)+r(o +s 2);r,se[R.
-3 - 2 -3
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Drei-Punkte-Form

Die Richtungsvektoren U und V erhalt man
als Differenz der Ortsvektoren

—> —> —> —>
OA und OB bzw. OA und OC.

Esgilt:G)=5)75)bzw.7=E)75)
S5 > —_—_ S —_—
oder:u = 0B — OA bzw.v =0C — OA

Die Punkte A, B und C liegen nicht auf einer Geraden und die zugehérigen Ortsvektoren

sind 5), B) und ¢. Die Ebene E, welche diese drei Punkte enthdlt, kann durch folgende
Gleichung beschrieben werden:

N~ —_ —>
E:X=0A +rAB +sAC; rrseR
bzw. E:)?=5)+r(5)—5))+s(5)—5)); rseR.

Diese Parameterdarstellung heif3t ,,Drei-Punkte-Form" der Ebenengleichung.

Beispiel

< Die Punkte A2 | 1] 3), B(—1| —4 | 0) und C(5 | —6 | O) legen eine Ebene E fest.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E.

Lésung
2
Mdglicher Stiitzvektor: a-= _A) = (1 )
3
Bestimmung von zwei Richtungsvektoren U und V:
—1 2 -3
Richtungsvektorﬁ): G)=_B)=_B)—_A)=(74)7(1)=(—5
0 3 -3
5 2 3
RichtungsvektorV): \_/)=A—C)=&>——A)=(76)— 1)=(—7
0 3 -3
2 -3 3
Punkt-Richtungs-Form von E: X=|1]+r —5) +s|-7rnseR
3 -3 -
-3 3
Die Richtungsvektoren sind nicht parallel, da es kein k € R gibt, sodass [ -5| =k —7).
- -3

Die drei Punkte liegen nicht auf einer Geraden.
A, B und C spannen somit eine Ebene auf.
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Weitere Beispiele zur Parameterform

Beispiel 1

< Eine Ebene E verlduft parallel zur parallel zur x;x3-Ebene durch P(0 | 4 | 0).
Geben Sie eine Gleichung von E an.

Lésung X3A
Die xix3-Ebene wird z.B. von der
1 0
Vektoren [O|und |0] aufgespannt.
0 1
Mit dem Aufpunkt P ergibt sich die E
. > 0 1 Y ‘P >»X
GlelchungvonE:x=4+r0)+50;r,seIR 4 R
0 0 1
X
Koordinatenebenen X3
5 1 0 A
X1X>-Ebene: X=r0|+s|1jr,seR
0 0
1 0 XoX3~ Ebene
xix3-Ebene: Xx=r/0| +s{Or,seR
0 1 ZQ%
L [0 0 AN -
XoX3-Ebene: X = r( 1 ) +s|loflr,seR 4 > X2
0 1
X1 Xo~ Ebene
X
Beispiel 2
2 Beschreiben Sie die Lage der Ebene E im Koordinatensystem.
1 1 1 1 1
a) EEX=r-1+rl2rem; b) E:X = (3] +rl0 +s(0;se[R.
0 0 1 2 -1
Lésung

a) E verlauft durch den Ursprung; E ist die x;xo-Ebene (x3 = 0).

b) E verlduft parallel zur x;x3-Ebene durch P(1|3|1).
E ist die xyx3-Ebene (die 2. Koordinate der Richtungsvetoren ist null) um 3 in x,-Rich-
tung verschoben.

219
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Beispiel 3

.E!“ '
mwurlde/kbmy =y Gegeben sind der Punkt C(O | 3 | —5) und die Gerade g: X =

1

+r0);re[R.
1

1
5
2

Zeigen Sie, dass der Punkt C und die Gerade g eine Ebene E aufspannen und geben
Sie eine Gleichung von E an.

Lésung
Der Punkt C und die Gerade g spannen eine
Ebene auf, wenn C nicht auf g liegt.
Punktprobe" mit C:
— 0 1 1
Ansatz: OC =X 3 5|4 r|0
-5/ 12 1

2. Zeile: 3 = 5 falsche Aussage, d.h., C £ g.
0

i
und
1
0

5 =
v = AC mit A(1| 5| 2) gewahlIt werden.

Als Richtungsvektoren kdnnen U=

5 1 1 0 1
Gleichung von E: X=|5|+r0|+5s||3|— 5)
2 1 -5 2
51 1 —1
X = 5)+r(0)+s(72);r,seﬂ%
2 1 -7
Beispiel 4
. . > 1 2 5> (72 -5
< Gegeben sind die Geraden g: X = (-3|4+r |4, recRundh:x=|2 |+s| 1];s€R.
0 1 4

Die Geraden g und h haben genau einen Schnittpunkt. Bestimmen Sie diesen

Schnittpunkt. Geben Sie die Gleichung einer Ebene an, die beide Geraden enthalt.

Ldsung : 2\ -2 s
Schnittpunkt durch Gleichsetzen: —3) +r ( 14) =( 2 )+ s ;)
0 4
LGS furrunds: 1+2r=-2-5s 2r+5s=-3
-3+4r=2+s & 4r-s=5
r=4+43s r-3s=4
2 5|-3 2 5|-3 2 5|-3
L&sung des Gleichungssystems: |4 —1| 5 |~ [0 11| 11 |~ [0 =11| N
1 -3 4 o 1 |-n 0010
ergibtr=1s=-1
Schnittpunkt durch Einsetzenvonr=1inx = —3) +r-| 4|ergibt x = 1).
Schnittpunkt S(3 1] 1) 0 1 !
] 5 (3 2 -5
Gleichungvon E:x =({1|+r|44+s| 1];nselR
1 1

Hinweis: Schneiden sich zwei Geraden g und h, kann
man jeden Punkt von g oder von h als
Aufpunkt der Ebene E wahlen.
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Beispiel 5

1
+SP}SER,
1

0
1
0

1 1
< Die parallelen Geraden g und h mit g: X = ( 5 ) + r(z); reRundh:X =
1 1

spannen eine Ebene E auf.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E.

L6ésung
2. Richtungsvektor

1 0 1
5 ) - (1 ) = ( 4 ) (Verbindungsvektor der Aufpunkte A und B)
0

Mit der Gleichung von g und dem 2. Richtungsvektor

ergibt sich eine Gleichung von E.
S [ 1 1
E:x = ( 5) +r|2 4
_1 1 _

+S inseR

Beispiel 6

1
< Gegeben ist die Ebene E durch X = -3rseR.
1

1 -2
O) + r( 2 )+ S|
2 1
a) Uberpriifen Sie, ob der Punkt D(5 | O | —3) auf E liegt.

b) Geben Sie die Gleichung einer Geraden an, die in der Ebene E liegt.

L6ésung
a) ,Punktprobe” mit D
> — 5
Zum Punkt D(5 | O | = 3) gehort der Ortsvektor d = OD = ( 0 )
-3
Wenn der Punkt D auf E liegt, muss es 5 1 > 1
Zahlen r und s geben, sodass gilt: ( 0 ) = (O) + r( 2 |+s —3)
-3 2 1 1
-2 1 4
Umformung: r( 2 |+ s(—3) :( 0 )
1 1 -5

LGS furrunds
Hinweis: Das LGS enthalt drei Gleichungen mit zwei Unbekannten.

-2 1| 4 -2 114 -2 1|4
LGS umformen: 2 3|0|~|0 2| 4]~ |0 2|4
1 1]-5 0 3|-6 0 010
Das LGS ist (eindeutig) I6sbar: s=-2,r=-3
Der Punkt D liegt auf E.
-2

1
b) Die Gerade g: X = O) + r( 2
2 1

. r € R, liegtin der Ebene E.
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2.2.2 Spurpunkte und Spurgeraden einer Ebene

Beispiel 1

2 Gegeben ist die Ebene E durch ihre Gleichung X =

0
2
2

-2

2
+ S

1

2
-1
-1

a) Bestimmen Sie die Schnittpunkte von E und den Koordinatenachsen.
Veranschaulichen Sie die Ebene E in einem Koordinatensystem.
b) Geben Sie die Gleichungen der Schnittgeraden von E mit den Koordinatenebenen an.

Lésung

a)

b)

Schnittpunkt von E und x;-Achse
Fur alle Punkte auf der x;-Achse gilt x, = x3 = 0.

Aus der Parameterform: 2-2r-s=0
24+r-s=0
Ldsung des Gleichungssystems: r=0;s=2
Einsetzen in x; = 2r + 2s ergibt: X1 =4
Schnittpunkt S;: Si(410]0)

Dieser Punkt heifft Spurpunkt der Ebene mit der x;-Achse.

Schnittpunkt von E und x-Achse
Fur alle Punkte auf der x,-Achse gilt x; = x3 = 0.

Aus der Parameterform: 2r+2s=0
24+r-s=0

Ldsung des Gleichungssystems: r=-1s=1

Einsetzeninx, =2 - 2r — s ergibt: X2 =3

Man erhélt den Spurpunkt Sy: S»(0]3]0)

Schnittpunkt von E und x3-Achse
Fur alle Punkte auf der x3-Achse gilt  x;=x, = 0.
Spurpunkt Ss: S3(0]0]6)

rseR.

Hinweis: Die Ebene E schneidet alle drei Koordinatenachsen.
Mithilfe dieser drei Spurpunkte veranschaulicht man die Ebene E im

Koordinatensystem.

Die Schnittgerade sy, von E und der x;x>-Ebene verlauft

durch die Punkte S1(4 | 0| 0) und S,(0 | 3| 0).
Richtungsvektor U von Sio:

5 —  —— 0 4 -4
U=OSZ—OS1=3—(O= 3
0 0 0

4
Stutzvektor 5) = O—S: = (O)
0

Geradengleichung von s;»
4 -4
Oo|+rl 3|rem.
0 0

>
Sipt X =

Diese Schnittgerade s;; heift Spurgerade von E mit
der xyx>-Ebene.

X3A
6K S3
E
S
} + }Xz
3
N
4
X
A
6%k 3
523
$13 E
S
' 3\x'z
S
S, 12
4

X
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Spurgerade s;3 von E mit der x;x3- Ebene durch $4(4 | 0| 0) und S3(0 | 0 | 6)

> 4 0 4 4 -4
Si30 X =|0|+S 0*(0):(0)+S(O;SE[R
0 6 0 0 6
Spurgerade s,3 von E mit der x,x3- Ebene durch S,(0 | 3] 0) und S3(0 | 0 | 6)
) 0\ (0|| (o 0
Sp3t X = (3] +t 07(3):3+t(—3;tefR
0 6 0 0 6

Schneiden sich eine Ebene E und eine Koordinatenachse in einem Punkt, so
heift dieser Punkt Spurpunkt der Ebene E.
Bedingung fiir den Spurpunkt der Ebene E

S; auf der x;-Achse: X>=x3=0
S, auf der x>-Achse: X1=x3=0
S5 auf der x3-Achse: X1=X2=0

Die Schnittgerade einer Ebene E mit einer Koordinatenebene heift Spurgerade von E.

Beispiel 2

0
orselR.
1

2 Die Ebene E ist gegeben durch ihre Gleichung X = +s

2 -1
o) + r( 2
0 0
a) Berechnen Sie die Spurpunkte. Beschreiben Sie die Lage der Ebene.

b) Skizzieren Sie die Ebene E in einem Koordinatensystem.

L6ésung

a) Schnittpunkt von E und x;-Achse
Der Aufpunkt ist Spurpunkt S;: $;(2 10 0)
Schnittpunkt von E und x>-Achse

Bedingung: x; = x3=0 2-r=0=r=2
s=0

Einsetzen ergibt: X2 =4

Spurpunkt S,: S>(0]4]0)

Einen Schnittpunkt von E und x3-Achse gibt es nicht,

da ein Richtungsvektor von E parallel zur x3-Achse verlauft.
Die Ebene E verlauft parallel zur x3-Achse.

Die Ebene E steht senkrecht auf der x; x,-Ebene.

X3

b) Fur eine Skizze ist es vorteilhaft, wenn man die E
Achsenschnittpunkte kennt.
Skizze:

223
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1

Aufgaben
S (1 -0,5 2
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E: X =|-2|+r| 075 | + s{15]; 1, s € R, sodass nur
2 075 3

a)

a)

a)
b)

a)
b)

a)
b)
c)

10

a

~

ganze Zahlen in den Richtungsvektoren (Spannvektoren) auftreten.

Geben Sie zwei verschiedene Parameterdarstellungen der Ebene E durch A, B und C an.

AC[1]1;B@[1]2);C(O]3]3) b) A(O|0[0);B(=2]4|1:;:C3|-1]3)
N 1 -2 4
Gegeben ist die Ebene E durch die Gleichung E: x = (—2 +r| 4|+ 5(73); r.seR.
2 6 2

Priifen Sie, ob die Punkte A(8 | =6 | 9) und B(12 | 1] 1) in E liegen.

Welche Ebene E enthdlt den Punkt P und die Gerade g?

5 (-1 0 5 [ 3
PA|1]=3);g:x=[2]|+k 1|keR b) P2|2]2);q:% = 2)+k—5;ke[R
3 — 3 -
5 1 1 5 1 2
Gegeben sind die Geraden g: x = O)+ r 71) mitre Rund h: x = —5)+s 3) mits € R.
2 1 4 0

Zeigen Sie, dass die Geraden g und h eine Ebene E aufspannen und bestimmen Sie eine
Gleichung der Ebene E in Parameterform.

Untersuchen Sie, ob folgende 4 Punkte in einer Ebene liegen.
A([1]2);B(3[3]3);C(1|4]5);D3|6]6)
A(0]2]-2);B@2|-2]4);C6]|-4]12);D3E|-3]6)

1 3

3
vk eR; h:?=(2)+r(6;reﬂ%.
1 3

1
af
1

Gegeben sind die Geraden g und h durch g: X=|2
3

Zeigen Sie, dass die Geraden g und h parallel und verschieden sind.
g und h legen eine Ebene E fest. Bestimmen Sie eine Gleichung von E.

Gegeben sind die Punkte A(4|2]1),B(8|6]1),C(6]8|1),D2]|4]|1)undP3,5]|4,5|1).
Prifen Sie, ob der Punkt P im Inneren des Rechtecks ABCD liegt.

0 1 0
Welche besondere Lage hat die Ebene mit der Gleichung X = O) + r(o) + 5(1); r,seR?
1 0 0
Zeichnen Sie diese Ebene in ein geeignetes Koordinatensystem ein.
Geben Sie einen Punkt an, der nicht auf der Ebene E liegt.

Geben Sie die Gleichung einer Geraden an, die in der Ebene E liegt.

Bestimmen Sie die Spurpunkte und die Spurgeraden der Ebene E.
1 -1 1 0 1

E: X = (o 0 -2 0 0

0 4 0 5 -3

0
+r +s|-2r,seR b) E:X = +u- +v-|2|;uveR
1
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1

a)

b)

a)
b)

Die Punkte A(=5|2[1), B(- 2|3]-1) und C(- 1|3|- 2) legen eine Ebene E fest.

Bestimmen Sie eine Parametergleichung von E.

0

1
Gegeben ist der Punkt P(4|6]4) und die Ebene E : X = (5) +t- (2
1

3
0

+5s- s, teR.

Weisen Sie nach, dass der Punkt P in der Ebene E liegt.
Eine Gerade g, liegt in der Ebene E, eine Gerade g, geht durch den Punkt P und
hat keinen Schnittpunkt mit der x;x>-Ebene.

Geben Sie jeweils eine Gleichung der Geraden gy und g, an.

In einem kartesischen Koordinatensystem sind der Punkt C(2|3|3) und die Gerade g
6 1
3 1
-1 0
Zeigen Sie, dass der Punkt C nicht auf g liegt.

Bestimmen Sie die Gleichung der Ebene durch C, die die Gerade g enthalt.

mit g: X = +r- ;€ R gegeben.

1 -1 -2
Bestimmen Sie die Spurpunkte der Ebene E: X = (O +r| 2 ) +s{O0frselR.
0 0 1
Veranschaulichen Sie die Ebene E in einem Koordinatensystem.
) > |1 0o 5 1 2\
Die Geraden g:x =(0 |+ r{1/mitreRundh:x ={0 |+s[1|mitseR
-2 1 - 0

spannen eine Ebene E auf. Begriinden Sie.
Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Parameterform.
Geben Sie den Schnittpunkt der Ebene mit der x;-Achse an.

2
0
1

1
2
—1
Ermitteln Sie die Spurgerade von E mit der xox3-Ebene.

2
1

+ s insel.

Gegeben ist die Ebene E: X =

Die Ebene E hat nur die Spurpunkte A(5] 0| 0) und B(O | =3 | O).
Bestimmen Sie eine Gleichung von E.
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2

2

Aufgaben

1

a)

)

a)

b)
c)

Vektorielle Geometrie

.3 Abstandsberechnungen

.3.1 Abstand eines Punktes von einer Koordinatenebene

Beispiel
2 Berechnen Sie den Abstand des Punktes A(4 | —2 | 3) von den Koordinatenebenen.

e AX
Ldsung 3

Der Punkt A(4 | —2 | 3) hat die Koordinaten
X1=4; X, ==2und x3 = 3. P
x; = 4: A ist 4 LE von der x»x5-Ebene entfernt. T
X2 = — 2: Aist 2 LE von der xyx3-Ebene entfernt.
X3 = 3: Aist 3 LE von der xix>-Ebene entfernt.

X2
Die Koordinaten des Punktes geben die

kleinste Entfernung, also den Abstand
des Punktes von den Koordinatenebenen an.

Geben Sie den Abstand des Punktes A(6 | 2 | —=4)
von den Koordinatenebenen an.

Geben Sie den Abstand der Punkte A und B
aus der Abbildung von den Koordinatenebenen
an.

Geben Sie drei Punkte an, die von der Ebene E:
0 0
4|+ 5(2); r,s € R einen Abstand von 6 LE haben.
1 0

>
X=r

Berechnen Sie den Abstand des Punktes A von der Ebene E.
0 (o
2| +s| 3
0 1

E:X=r inseRA0|2]-3) b) E:X=r

0
O);r,sefR:A(—3|1|—4)
1

1
O)+s
1

-2
0
1

1
E:i)=r(o
0

-3
+sl0rnseRAT|-5]|0) d) E:X=r 4lrseR AG|-8]-9)
0

1
4)+s
0

Geben Sie zwei Punkte an,

die von der x;x3-Ebene einen Abstand von 5 LE haben.
die 4 LE senkrecht unter der x;x>-Ebene liegen.

die von A(O | 2] = 1) einen Abstand von 10 LE haben.
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2.3.2 Abstand von zwei Punkten

Zwei Flugzeuge missen einen Mindestabstand einhalten.
Sind die Positionen der Flugzeuge (z.B. durch GPS) bekannt,
so berechnet man den Abstand der beiden Punkte.

Der Abstand zwischen zwei Punkten A und B ist die Lange
(der Betrag) des Vektors AB.

Gegeben sind die zwei Punkte A (ay |a, | a3) und B (b by | b3).
Fir den Abstand d der Punkte A und B gilt:

by — &
d= |ﬁ| =||b2—az|| = \/(b1 — 81)2 + (by — 82)2 + (b3 — 83)2
b3 = Gl
Beispiel 1

2 Berechnen Sie den Abstand der Punkte A(—4 | =7 | 3) und B(5 | =3 | —2).

Lésung
— —_— - — 5 -4 9
Vektor AB: B = —OA =(-3|—-|-7|=| 4
-2 3 -5

o3}

Abstand d:  d = |AB| =92 ¥ 42 4 (=5)2 = V122 = 11,05

Beispiel 2

2 Gegeben sind die Punkte A2 [1]2),B(2|5|4)und C(2|3]0).
Zeigen Sie, das Dreieck ABC ist gleichschenklig, aber nicht gleichseitig.
Berechnen Sie den Fldacheninhalt des Dreiecks ABC.

L6ésung
s s 2 2 0] —
Seite AB: B=0B - OA= 5)7(1)=(4) Lange |AB| =120
4 2l \2
. —_ D > 2 2 0 —>
Seite AC: AC =0C — A=(3)—(1)=(2) Lange [aCl=vE
0 2l =2
. ——> > —> 2 2 0 —>
SeiteBC: BC =0C — OB ={3]—|5|=(-2 Linge BC| =20
0 4 \-4
Die Seiten AB und BC sind gleichlang. Das Dreieck ABC ist gleichschenklig.
Mitte der Seite AC: M2 |2 | 1) C
N 0
Hohe des Dreiecks: | MB| = (3) =18 y
3

Flacheninhalt des Dreiecks: A = % [ac]- | M—B)| = % -V/8-18=6 A B
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Beispiel 3

2 Gegeben sind die Punkte A2 | 0] 0), B2 |3 |1 undC(6 |2 |- 6).
Zeigen Sie, das Dreieck ABC ist rechtwinklig.
Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks ABC.

L6sung

s s (2} (2} [0} —s
AB=0B —OA =|3|—(0|=|3|, A
1

1 0

Mithilfe des Skalarprodukts: AB - A

(8- -(545-14
9)(2]-o

Flacheninhalt: A = - [aB| - |'aCl=1-vio - v56 = 83

Beispiel 4

2 Gegeben sind die Punkte A(O| 0]0), B(- 3| 1|4), C(2| - 4|4) und D(5 | - 5] O).
a) Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist und kein Rechteck.
b) Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Parallelogramms.

Lésung
57 -3 — (2
a) AB=(1 ; C=|-4
4 4

— —
wegen AB =DC.

— 5 NN -3
AD=|-5| AB-AD = |1
0 4

Das Viereck ABCD ist kein Rechteck.

b) Flacheninhalt des Parallelogramms

=V50; [ABl =Vo+1+16 =26

—
‘AD‘=

2]

Winkel bei A:

ergibt

in die Flachenformel einsetzen:

3l

Das Viereck ABCD ist ein Parallelogramm,

5

-|-5

0]

):—15—5+o:—20¢o

AB - AD
cos(a) = —=S——
AB|-|AD
a8/ - [aD|
-3 5
1))
4l \o -20

T 7V50-V26  J50- V26
o =123,69°
—_— |
A=|ABIADI sin(a)
A = V50" V26 - sin(123,69°) = 30,0

1

—_— | >
Hinweis: Das Dreieck ABC hat den Flacheninhalt A = > ‘ AB ‘ ‘ AD‘ - sin(w).
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Beispiel 5

1 1
2 Die Punkte Py und P, liegen auf der Geraden g: X = (—32) 4F t(—24); teR

und haben vom Punkt Q(O | 2 | 1) den Abstand 3v21.
Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte P; und P».

L6ésung
Punkte auf g: PO+t]|-2-4t]|3+2t)

[ 1+t
Mit Q(O | 2 | 1) ergibt sich: QP =|-4-4t

242t
N

Lange des Vektors: | OP’ =+ 1)2 +(=4 - 4t)2 + (2 + 2t)?
Radikand: A4+ 12 +(-4 - 412 + (2 + 21)2
Zusammenfassung: = 21t2 + 42t +-21
Bedingung fir t: | QP = 3v21
Quadrieren ergibt: 21t2 + 42t +21=9- 21 |: 21
Vereinfachung: t2+2t+1=9

t24+2t-8=0
Ldsungen: ti=-4t,=2

Einsetzenin P(1 +t | -2 — 4t | 3 + 2t):
ty==4: Py(-3114|-5)
t,=2: P,(3|-10]7)

Die Punkte P, und P, haben von Q den
Abstand 3v21.

Aufgaben
1 Gegeben sind die Punkte A und B. Berechnen Sie den Abstand der Punkte A und B.
a) Ad|-5]|1,B(=3]0]6) b) A(=3|-1]1),B(3]0|-2)
AX3

2 Die Abbildung zeigt einen Quader. 54

S ist der Schnittpunkt der Raumdiagonalen. \

5
Welchen Abstand hat S von den Eckpunkten des Quaders? S ji>9 Y
4

3 Zeigen Sie, dass die Punkte A(9 |2 | 3),B(1| 8| 1) und

C (1] 2]1) ein rechtwinkliges Dreieck bilden. X¥ 6
Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Dreiecks ABC.

4 Die Punkte A3|- 1] 1), B(3]2| 2) und C(1]1]0) sind die Eckpunkte eines Dreiecks.
Zeigen Sie, dass das Dreieck ABC gleichschenklig ist, aber nicht gleichseitig.
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a)

b)

a)
b)

In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Eckpunkte eines Vierecks vorgegeben:
AB|-211),B@2|5]2),C(-2]8]6), D(=1]1]5).

Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Parallelogramm ist. Berechnen Sie die Seitenlan-
gen, die Innenwinkel und den Flacheninhalt des Parallelogrammes.

Das ebene Viereck ABCD mit A(10 | 5 |2), B(3 | 6 |4), C(1| 2 |5) und D(5 | O |4) ist ein Dra-
chen. Bestatigen Sie. Berechnen Sie den Flacheninhalt dieses Drachens.

Ein Maibaum auf einem ebenen Dorfplatz soll an drei Seilen

in den Punkten A(1]2|0), B(~2|-1]0) und C am Boden ge-

sichert werden. Die Seile werden auperdem in einem Punkt

S(0 ] O |h) in der H6he h (h in m) tGber dem Dorfplatz am Baum c
befestigt. Der Baum steht senkrecht zum Dorfplatz in O(0 | O |0).

S liegt nun in 3 m Héhe. An dem Seil AS werden farbige Bandchen A
befestigt. Jeweils zwei benachbarte Bandchen sind an Stellen angebracht,

die einen Abstand von 30 cm haben. Wie viele Bandchen kdnnen maximal angebracht
werden?

In welcher H6he h missen die Seile AS und BS am Baum befestigt werden, damit sie
einen rechten Winkel einschliepen?

Im Anschauungsraum sind die Punkte P(2 | 8 |1), Q(2 | O | —3) und R(17 | 4 | - 11) gegeben.
Weisen Sie nach, dass das Dreieck PQR rechtwinklig ist.

Bestimmen Sie einen weiteren Punkt T, sodass das Viereck PQRT ein Rechteck ist.

Zeigen Sie, dass dieses Rechteck kein Quadrat ist.

-1 1
Die Punkte Py und P, liegen auf der Geraden g: X = ( 0 ) + r(—1); r € R und haben vom
Punkt Q(3 | O | - 1) den Abstand Vi4. ab o
Bestimmen Sie die Koordinaten der Punkte Py und P».

An einer 10 m breiten Hauswand ist mittig ein 9 m breites rechteckiges Vordach in 3 m
Hohe angebracht. In der Mitte der Hauswand befindet sich 5 m Gber dem Boden ein
Haken, von dem aus zwei Drahtseile zu den duferen Ecken des Vordaches gespannt sind.
Weitere Maf3angaben kdnnen der Abbildung entnommen werden.

Die Hauswand befindet sich in der x; x3-Ebene,
der Erdboden in der x; Xo-Ebene des
eingezeichneten Koordinatensystems.
Berechnen Sie die Lange der Drahtseile.

Das Vordach soll zusatzlich durch zwei
Stangen mit der Richtung i
werden. Diese werden an den duferen Ecken
des Vordaches angebracht.

Bestimmen Sie die Verankerungspunkte der
Stangen auf dem Erdboden.

Wie lang sind die Stangen?

abgestitzt
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2.3.3 Abstand eines Punktes von einer Geraden

‘:’ i
mvurEeﬂgt: Ein Flugzeug muss aus Sicherheitsgriinden einen

bestimmten Abstand von der Mastspitze P haben.

Dazu muss man den Abstand des Punktes P von der ! P
Flugbahn berechnen. Der Abstand eines Punktes P 1
von einer Geraden ist die kleinste Entfernung von P

zur Geraden.

Flugbahn

Hang

Beispiel
< Berechnen Sie den Abstand des Punktes P(3 | 3 | 4) von der Geraden
5 [t 1

g: X = ( + t(

1 2 teR.
1 1

Lésung

Man sucht den Punkt Q auf g mit der kleinsten Entfer-
nung zu P. Der Abstand von P und Q ist der Abstand
von P zur Geraden g.

5 — |1 1 1+t

Xx=0Q =|1|+tl2]=(1+2t

1 1 1+t
s — 1+t 3 t—-2
PQ=OQfOP=1+2t—3)= 2t -2
1+t 4 t—3

Der Vektor E)) steht senkrecht auf dem Richtungsvektor U der Geraden g.

— t-2\ (1
Bedingung: PQ -u =0 2t72)~ 2)=O
t—3 1
t—-2+4t-4+t-3=0
Eine Gleichung in t: 6t—-9=0 < t=15
s [t-2 _, [-05
Einsetzenvont =15in PQ = (Zt —2|ergibt:  PQ =| 1
t— -15
—>
Abstand: ’PQ| =(=0,52 + 12 + (-1,5)2 = /35 =1,87

Vorgehensweise zur Berechnung des Abstandes d eines Punktes P von der Geraden
g:i):5)+tﬁ);te[R:

+ Punkt Q auf der Geraden g in Abhdngigkeit von t angeben.

c P_Q) -4 = 0 I8sen, d.h. den t-Wert bestimmen.

+ Fur diesen t-Wert den Vektor P_O) bestimmen.

* Abstand d = |P_O)| berechnen.

Hinweis: Der Abstand zweier paralleler Geraden g und h ist der Abstand eines beliebigen
Punktes auf g von der Geraden h.
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Aufgaben
g 1 Berechnen Sie den Abstand des Punktes P von der Geraden g.
b 2 1 3 2
AL PQR|3]0)q:X = 1)+t 71):terR b) P(OIO|O);g:§)=(2)+t(f1);terR
1 0 0 1

OEIE] 2 2 —4 0
|4

s P<2|—3|—1>:g:?=(*5)+t(*1):tem d POIO[M;gX =|5 1):t€m
7 2 ° °

mvurl.de/sxfe

2 Berechnen Sie den Abstand der parallelen Geraden g und h.

5 (8 1 5 (2 1
a) g:x=1+r(0;rerR h:x =|5|+s[0;s€R
2 1 3 1
N 1 -3 5 (2 3
b) g:x=|-2|+r[-1reR h:x={4/4+sl1]seR
55 2 3 -2
5 [0 —1 N 1 1
c) g:x=(-2|+r3reR h:x =(-2|+5s|-3seR.
—1 1 0 -1

3 Die Gerade g verlduft durch die Punkte A und B. Bestimmen Sie den Punkt F auf g so, dass
der Vektor ﬁ;’ senkrecht auf g steht. P
Der Punkt F heipt Lotfuppunkt.
Berechnen Sie die kleinste Entfernung des Punktes P von g.

a) AB|5]4),B01[3]4),P2|0]3) F

b) AB|0]0),B4|0|2),P0O]|2]-1

Y

0

+r 2); r € R. Der Punkt S liegt auf g.
0

1
4 Gegeben ist die Gerade g mit X = (g

Bestimmen Sie S so, dass der Abstand zum Punkt A(9 | O] = 3) 10 LE betragt. Ist S der
LotfuBpunkt der Lotgeraden von A auf die Gerade g? Interpretieren Sie Ihr Ergebnis.

0,2 1
2
0

5 Eine Flugbahn wird durch die Gerade g: X = + t(?);t > 0, modelliert.

Der Punkt P(2 | 3 | 0,4) beschreibt die Spitze eines Berges (Angaben im km). Ein Flugzeug
muss einen Sicherheitsabstand von mindestens 1100 m einhalten. Uberpriifen Sie, ob
dieser Abstand eingehalten wird. Eine zu g parallele Flugbahn h hat von P den doppelten
Abstand wie g von P. Geben Sie die Gleichung von h an.

6 Eine Radarstation mit einer Reichweite von 40 km
befindet sich im Punkt R(—9 | 100 | 1). Ein Flugzeug
fliegt geradlinig von A(6 | 5| 4) nach B3 |9 | 4)
(Angaben in km).

Wird das Flugzug vom Radar erfasst?
Begriinden Sie lhre Antwort.
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2.4 Volumenberechnungen

Beispiel 1

1
1
1

Uberpriifen Sie und berechnen Sie das Volumen des Quaders.

1\ >
2 |,b=

< Die Vektoren 3= spannen einen Quader auf.

5
und3=(—4

Lésung

Die Vektoren stehen senkrecht aufeinander.
1

1
3.5=2 -(1):0;8-3:0;3-3:0
-3 1
o 1 SN 5 5
Mit |a|=(2 - Vi |b|=(1 - /3 |c|=(_4 a3
- 1 -1

ergibt sich das Volumen V = E{E |B)| - Rl=vig-3-22=42

Beispiel 2

2 Das Rechteck mit den Eckpunkten A(4|-2|0), B(4|2 |0), C(- 4| 2] 0) und D ist die
Grundflache einer Pyramide mit Spitze S(0|0| 8).
Ermitteln Sie das Volumen der Pyramide.

Lésung

—> —
Mit | AB| = 4 und [BC| = 8 ergibt sich der Flscheninhat
des Rechtecks ABCD: G=8-4=32
(Grundflache der Pyramide)

N Pyramide
Mit der Hohe h = [0S = 8 ergibt sich

= 1 . .
\ =3 G-h
das Volumen der Pyramide: V= % 32-8
- 256
V=53
X3
S

Skizze:

233
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Beispiel 3

2 Ermitteln Sie das Volumen der Pyramide OABC mit A(5|0|0), B(0|4 |0) und C(O| O] 9).

L6ésung
Die Grundflache der Pyramide ist das rechtwinklige Dreieck OAB.

AX
Die Seiten des Dreiecks OA und OB stehen aufeinander senkrecht. 3
C
—> —> 9
Mitl OA| = 5 und [0B| = 4 ergibt sich der Flicheninhalt
des rechtwinkligen Dreiecks OAB: G= % -5-4=10
(Grundflache der Pyramide)
—>
Mit der Hohe h = [0C| = 9 ergibt sich
das Volumen der Pyramide: V= % G-h 0 B
4 X
v=1:10-9=30
5
) A
Skizze: X
Beispiel 4

2 Eine Pyramide mit der Grundfldche OAB mit A(4 | 2| 0), B(- 3| 1] 0) und der Spitze
in S(1] 1] 8) hat das Volumen V. Berechnen Sie V.

Lésung
Die Grundfldche ist ein Dreieck, das von den Vektoren O_A) und ﬁ) aufgespannt wird.
Die Vektoren schliefen den Winkel « ein.

4 -3
vit 0% = 2| {20 wna - 08 ( : ); Bl= vio
0 0
4\ -3
)
. . ol lo -
ergibt sich: cos(a)= 2 s - = o =135°
A 5
0 0
w 1 12 |2 . S
Berechnung der Grundflache: A =5+ al- |b’ - sin(a)
A=7-\20 - Vi0 - sin(135°) =5
Die Hohe der Pyramide ist 8,
da die Grundfldche in der x;xo-Ebene liegt. 2B
Volumen: V= % G-h= 53;8 = % ols” i
X2

Das Volumen der Pyramide betragt 43—0 VE.
X1 A
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Aufgaben

16

1 Die Vektorena = und € = (_88) spannen einen Quader auf.

1\ 5 [2
_2), b - (_1
0 -5
Uberpriifen Sie und berechnen Sie dessen Volumen.

2 Gegeben sind die Punkte A(3|0]0),B(3|0|4),C(O|0|4)undS2|7]|2).
Berechnen Sie das Volumen der Pyramide OABCS.

3 Das Rechteck mit den Eckpunkten A(2]6|0), B(- 3|6 |0), C(- 3| = 4| 0) und D ist die Grund-
flache einer Pyramide mit der Spitze S(1|1] 12). Geben Sie den fehlenden Eckpunkt der
Grundflache an und ermitteln Sie das Volumen der Pyramide.

4 Ein Zelt hat die Form eines senkrechten Primas, sein Boden ist rechteckig (vgl. Skizze).
Gegeben sind vier seiner Eckpunkte: Py(2 | -1] 0); P»(2 | 1] 0);
P32|0[3)undP(-3[1]0).

Alle Langen sind in der Einheit Meter angegeben.
Skizze:

a) Bestimmen Sie die Koordinaten der restlichen Eckpunkte.

b) Zeigen Sie, dass das Dreieck PP, P gleichschenklig ist.

c) Wie grof3 ist das Volumen des Zeltes?

P P,

5 Gegeben sind die Punkte A(5[4]0),B(1]4]0),CA|0]|0)undS@3]|2]5).

a) Zeigen Sie, das das Dreieck ABC rechtwinklig und gleichschenklig ist.
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes D so, dass das Viereck ABCD ein Quadrat ist.
Beschreiben Sie die besondere Lage des Quadrats im Koordinatensystem.

b) Das Quadrat ABCD bildet mit dem Punkt S eine senkrechte Pyramide.
Berechnen Sie das Volumen der Pyramide.
Geben Sie die Koordinaten eines Punktes S* mit negativem x5 -Wert an, so dass das
Volumen der Pyramide 64 VE betragt.

6 Die Grundflache eines Spielplatzes liegt in der x;xo-Ebene. Auf ihm steht eine innen
begehbare, senkrechte Pyramide aus Holz mit den Eckpunkten A(3 | 8 | 0), B(12 | 11] 0),

C(9]20]0), D(O[17]0) und der Spitze S(6[14[10).
0
-4

Paralleles Sonnenlicht fallt in Richtung auf den

Spielplatz.

a) Der Schatten der Pyramidenspitze fallt auf den Punkt
S'(6 | 5 |0). Uberpriifen Sie.

b) Zeigen Sie: Die Pyramide hat eine quadratische Grund-
flache. Berechnen Sie den umbauten Raum.

¢) Zum Bau werden zuerst die Seitenfldchen der Pyramide vorbereitet. Berechnen Sie dazu
die Lange einer Pyramidenkante und den Winkel o zwischen zwei Pyramidenkanten bei S.
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Was man wissen sollte - iber Abstande und Volumenberechnungen

Abstand d X3
o eines Punktes A(a; |az | a3) von der Koordinatenebene: 63

Die Koordinaten des Punktes geben den Abstand ' ‘A

des Punktes von den Koordinatenebenen an. I
e zwischen den Punkten A(a; | az | a3) und B(b; | bz | b3): ;i]{ e %

i
d = a8l - 5! || O e T G —a T By A
3— a3

e eines Punktes P von der Geraden g:
Mithilfe des Skalarprodukts E)) -U = 0 oder einer Hilfs-
ebene den Punkt auf der Geraden g bestimmen, der die
kleinste Entfernung von P hat.

e zweier paralleler Geraden g und h: g
Einen Punkt P auf der Geraden h wahlen und den Abstand
des Punktes P von der Geraden g bestimmen.

Volumen eines Quaders

ol Y

Volumen einer Pyramide

Grundflache ist ein Parallelogramm Grundfldche ist ein Dreieck
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

1
a)

2

a)

b)
c)

Berechnen Sie den Abstand der Punkte A und B.
A6 |-2]-5),BT]|-1]-2) b) A(0O|-2]0),B4]|-1]|0)

Zeigen Sie: Der Abstand des Punktes P(3 | O | 1) von der Geraden g mit der Gleichung
1

-2

X =2 +t( 1 ),te[R,betrégt\/Z
1 1
5 |9 2
Gegeben sind die Geraden g und hdurchg: x ={ 5 )+ rr2 jrem
5 | 1 a

undh:x =1 |+s[1seR.

-2 2
Berechnen Sie den Abstand von g und h.

. . X N 1\ > -2\ 5 -8 '

Zeigen Sie: Die Vektoren a = 175), b= ; ,C= 11_) spannen einen Quader auf.

Berechnen Sie dessen Volumen.

Die Punkte O(0 | 0| 0),A(4|0]0),B(5|3]0) X

und C(=2 | 2| 4) sind die C
Eckpunkte einer Pyramide.

Ermitteln Sie die H6he und das Volumen dieser

Pyramide.

X2

X

Im Anschauungsraum sind die Punkte A(6|0|-2),B(1|0|-2),C1|0]3),D6]|0]3)
und S(3,5| 51 5,5) gegeben.

Zeigen Sie, dass die Punkte A, B, C, D und S eine Pyramide mit der quadratischen Grund-
flache ABCD bilden.

Bestimmen Sie das Volumen der Pyramide ABCDS.

Bestimmen Sie einen Punkt S' als Spitze der Pyramide ABCDS' so, dass ihre Seiten-
flachen gleichseitige Dreiecke sind
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

a)
b)
c)

a)
b)

Marc hat 9 Freunde aus seinem Hockeyverein. Aus Platzgriinden kann er aber nur 5 auf
einmal zum Grillen einladen

Wie viele Mdglichkeiten der Einladung hat Marc?

Zwei seiner Freunde wollen nicht zusammentreffen. Wie viele Méglichkeiten bleiben Marc?
Auf wie viele Arten kdnnen die 5 Freunde an einem langen Tisch Platz nehmen?

Marc und Jannik haben sich folgendes Glicksspiel ﬂm
mit dem nebenstehend skizzierten Glicksrad ausgedacht: ww

Sie drehen abwechselnd je zweimal das Glicksrad.

- Marc gewinnt (und Jannik verliert), wenn insgesamt zweimal ,,rot” erscheint und die
anderen beiden Male ,,blau”.

- Jannik gewinnt (und Marc verliert), wenn genau dreimal ,,rot” erscheint und nur einmal
.blau” oder umgekehrt genau dreimal ,,blau” erscheint und nur einmal ,,rot".

- In den Ubrigen Fallen endet das Spiel unentschieden.

Bestimmen Sie die Gewinnwahrscheinlichkeit flir Marc und die fur Jannik.

Am ersten Ferientag spielen die beiden um Geld. Jannik setzt pro Spiel 1 € und Marc

80 Cent. Der Gewinner erhdlt beide Einsatze, im unentschiedenen Fall erhalt jeder seinen

Einsatz zuriick. Berechnen Sie Janniks mittleren Gewinn pro Spiel.

Zur Qualitatskontrolle wird eine Langenmessung bei Rohren durchgefiihrt. Dabei ergibt
sich die folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:

xi (Lénge in cm) 3,0 | 31 3,2

P(X = xp) 02 (03 |05

Berechnen Sie die Standardabweichung.

Die Firma Hofmann stellt gehartete Wellen her.
Bei der Produktion der Wellen treten erfahrungsgemaf folgende Fehler auf:

‘ Welle ist zu lang ohne Hértefehler ‘ Hartefehler
Wahrscheinlichkeit ‘ 3% ‘ 4%

Far die Wellen ohne Mangel wird ein Preis von 95€ erzielt. Fur die Wellen, die zu lang und
ohne Hartefehler sind, kann noch ein Preis von 35€ erzielt werden. Die Wellen mit
Hartefehler missen entsorgt werden. Dabei entstehen Kosten von 55€.

Berechnen Sie den durchschnittlich zu erwartenden Erlos.
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Was man wissen sollte - Giber Zufall und Wahrscheinlichkeit

Ergebnismenge eines Zufallsexperiments:
Ereignis A:

Wahrscheinlichkeit P eines Ereignisses A:
Gegenereignis A:

Laplace-Formel:

Kurzschreibweise

SENCHE PRI

Teilmenge A der Ergebnismenge S
AUA=S ANA=0
AUS=S ANS=A

0 < P(A) <1

P(A)=1-P(A)

Anzahl der Ergebnisse, bei denen E eintritt

P(E) = Anzahl aller méglichen Ergebnisse
_ 9 _ glnstig
PE)= 1 = mdglich

Berechnungen von Wahrscheinlichkeiten mit dem Baumdiagramm

Pfadmultiplikationsregel o r

Py
w

mg eines Pfades
Pfadadditionsregel p/z r

P1 w

S
P3 g P4

entlang mehrerer Pfade

Zusammengesetzte Ereignisse
Additionssatz:

wenn ANB=0

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

A und B stochastisch unabhédngig:

Zufallsvariable X mit den Werten x4, X2, X3, ...

Pw AT = P1 - P2
und Wahrscheinlichkeiten
multiplizieren
Pwrvgs) = p;-p2+p3 Psg
oder Wahrscheinlichkeiten
addieren

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

P(AUB) =P(A) +P(B)

P(A N B)
P(A)

P(ANB)=P(A)-P(B)

Pa(B)= < P(ANB)=P(A)-Pa(B)

. Xn € R

Wahrscheinlichkeitsverteilung von X: x; — P (X = x;)

Erwartungswert von X:
Varianz von X:

Standardabweichung von X:

EX)=x"PX=x9) + X2 P(X = X5) + ... + X P(X = Xp)
02 = (X1 —EMX))2-P(X=x) + .. + (X, =~ EX))2-P(X = xp)
o =Varianz



2 Binomialverteilung

Die Binomialverteilung ist eine der wichtigsten Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Bernoulli-
Experimente, Versuche, die jeweils genau zwei mogliche Ergebnisse haben, (Erfolg oder
Misserfolg) sind im Alltag weit verbreitet. Bei der Materialprifung entscheidet man defekt
oder nicht defekt, bei der Verlosung gibt es einen Gewinn oder eine Niete.

Qualifikationen & Kompetenzen

+ Binomialverteilungen untersuchen und interpretieren
+ Erwartungswert und Standardabweichung berechnen
+ Erwartungswert interpretieren

mvurl.de/imou
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Beispiel 1

Produktion von Vasen

Qualitatskontrolle

Vasen werden nach dem Brennen
kontrolliert. Man entnimmt eine Stichprobe,
um die Verteilung der Anzahl der defekten
Vasen zu bestimmen.

Die Auswertung der Stichprobe erfolgt

mit der Binomialverteilung.

P(X = k)

0,1400

0,1200 i1

01000 HH
00800 |
00600
00400

00200l

0,0000 T T T T
5 10 15 k

Stichprobe
Wieviele defekte Transistoren befinden sich
voraussichtlich auf der Platine?
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2.1 Bernoulli-Experiment, Bernoulli-Ketten

Im Folgenden werden Zufallsexperimente betrachtet,
die nur zwei Ergebnisse haben. Die beiden Ergebnisse
werden haufig , Treffer” oder ,Erfolg"” (E) und ,Niete"
oder ,Fehlschlag” (E) genannt. Ein solches Experiment
wird als Bernoulli-Experiment bezeichnet.

Beispiele flir Bernoulli-Experimente

« Minzwurf: Wappen (E) - Zahl (E)

« Materialpriifung: defekt (E) — nicht defekt (E)

« Qualitatspriifung: maphaltig (E) — nicht maphaltig (E)
+ Tombola: Gewinn (E) - Niete (E)

F
£ !

e

655 bis 1705

-1

Bernoulli, Jakob, 1

Ein Zufallsexperiment, bei dem nur zwei Ergebnisse (E und E) betrachtet werden, heipt

Bernoulli-Experiment.

Eine Mlnze wird dreimal hintereinander geworfen. Jeder Wurf ist ein Bernoulli-Experiment
mit den Ergebnissen Wappen (W) oder Zahl (2Z). Die einzelnen Wirfe (Durchfihrungen des
Experiments) beeinflussen sich nicht gegenseitig, sie sind voneinander unabhangig, d.h., die
Trefferwahrscheinlichkeit andert sich nicht.

Das dreimalige Werfen wird als ein Zufallsexperiment aufgefasst, man spricht in diesem Fall

von einer Bernoulli-Kette der Ldnge 3. 05 ;
Baumdiagramm 05 z <W
Ein Ergebnis Iasst sich 05 z 7

darstellen als Tripel, z.B. (WW2Z). ' W <
W
VA

7 <
W

W

VA

W <
W

Ein Zufallsexperiment, das aus n unabhangigen Durchfliihrungen eines

Bernoulli-Experiments besteht, hei3t Bernoulli-Kette der Lange n.

Bemerkung: Ziehungen ohne Zuriicklegen bilden keine Bernoulli-Kette, da sich die
Wahrscheinlichkeit nach jedem Zug andert.
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Beispiel

< Ein Unternehmen produziert Ventile. 4% der Ventile sind defekt.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass genau 2 defekte Ventile entnommen
werden.
a) Die Qualitatskontrolle entnimmt 4 Ventile aus einem Behdlter mit 100 Ventilen.
b) Aus der laufenden Produktion werden 4 Ventile entnommen.

L6ésung
X: Anzahl der defekten Ventile
a) Nach jeder Ziehung andert sich die Wahrscheinlichkeit fir ein defektes Ventil.
Es wird ohne Zuriicklegen gezogen.
43 4 3 9695 _

PX=2)= 5 '100°99°98 97 - 0,0070

b) Nach jeder Ziehung bleibt die Wahrscheinlichkeit fir ein defektes Ventil erhalten.
Die Ziehung entspricht einer Ziehung mit Zuriicklegen.
Es liegt eine Bernoulli-Kette der Lange 4 vor:
P(X =2)=6-0,042-0,962 = 0,0088

Aufgaben

a)

b)

)

d)

e)

Uberpriifen Sie, ob es sich bei den genannten Zufallsexperimenten um ein Bernoulli-Expe-
riment handelt. Sollte dies zutreffen, bestimmen Sie die Parameter n und p.

Ein idealer Wirfel wird viermal geworfen.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der Fiinfen.

In einer Urne liegen vier rote, drei schwarze und eine gelbe Kugel. Es werden zwei Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen. X beschreibt die Anzahl der gezogenen roten Kugeln.

Zu einer Ausfahrt in die Berge mit historischen Pkw treffen sich sieben Oldtimerfreunde.
Ein Oldtimer fallt mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 0,2 aus.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der ausgefallenen Oldtimer auf der Tour.

Ein Glicksrad mit 3 gleichgrof3en Feldern in den Farben rot, griin und blau wird sechsmal
gedreht. X beschreibt, wie oft der Zeiger auf rot stehen bleibt.

Der laufenden Produktion werden 25 Schrauben entnommen.

X ist die Anzahl der defekten Schrauben.

Aus Erfahrung weify man, dass 2% der Schrauben defekt sind.

In einer Urne liegen 6 rote und 2 gelbe Kugeln. Es werden drei Kugeln mit Zuriicklegen
bzw. ohne Zurlicklegen gezogen.

Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit daflr, dass genau 2 rote Kugeln gezogen
werden. Liegt eine Bernoulli-Kette vor?
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2.2 Die Bernoulli-Formel

Beispiel 1

2 In einer Urne befinden sich 5 weife und 3 Kugeln anderer Farbe. Es wird viermal eine
Kugel mit Zuriicklegen gezogen und jedesmal die Farbe notiert.
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der gezogenen weif3en Kugeln an.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung.

L6ésung
Die Ziehungen sind unabhdangig. Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette der Lange 4.

Die Wahrscheinlichkeit fir ,,Weif3e Kugel” (Treffer) betragt jedesmal p = 0,625 und fir
.Nichtweif3e Kugel” g=1-p=0,375.
Die Wahrscheinlichkeit fiir z.B. (w W W W) betrdgt P = 0,625'-0,3753.

w W
_ w
% 0375 W—7 0,375

0375
Das Ergebnis (w w w w) hat dieselbe Wahrscheinlichkeit.
Die weife Kugel kann an 4 verschiedenen Stellen notiert werden. Die Wahrscheinlichkeit
fiir eine weiBe Kugel betrégt somit: P(X =1) = 4-0,625'-0,3753~ 0,132

Wahrscheinlichkeit fiir zwei weiffe Kugeln
Die Wahrscheinlichkeit fiir z.B. (w w W W) betragt P = 0,6252-0,3752.
Das Ergebnis (w W w W) hat dieselbe Wahrscheinlichkeit.

Mit zwei weifien Kugeln gibt es % =6= (é) Ergebnisse. oC3 s a
(4 Uber 2; Binomialkoeffizient) %5
Die Wahrscheinlichkeit fiir zwei weife Kugeln betragt somit

_ _ (4 2 2 (7):@=L=35
P(X =2) =(5)-0,6252-0,3752 = 0,330. 3/ 723 T304

Weitere Wahrscheinlichkeiten
mithilfe des Binomialkoeffizienten:

P(X =3)=(%)-0,625%0,375' = 4-0,6253-0,375! ~ 0,366
P(X = 4) = (4)-0,6254-0,375° =1-0,6254-0,375° = 0,152
P(X=0)=(§) 0625003754 =1-0,625°-0,3754 ~ 0,020 mit (§)=1

n‘(n-10-(n=-2)...(n-k+1) _ n!
1:2-...°k “ kl-(n=k)!

Binomialkoeffizient (}) = (gelesen: n Gber k)
mitnl=n-(n-1)-..-1 (gelesen: n Fakultat)

Festlegung: 0! =1

Hinweis: (5) =1, (R) =1
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Wahrscheinlichkeitsverteilung

Kk | o | 1 | 2 | s

o | OIS | THBIGE | GHGEEF | (PRI | (G 6
=~ 0,020 =032 =~ 0,330 ~ 0,366 =052
P(X=k)
Grafische Darstellung der 0.4000
Wahrscheinlichkeitsverteilung: 0.3500
x-Achse: Anzahl der Treffer k 03000
y-Achse: Wahrscheinlichkeit 0,2500
P(X =k) 0,2000
0,1500
0,000
0,0500
0,0000 0 | ) ] -

Formel von Bernoulli

Die Wahrscheinlichkeit, dass bei n Durchfiihrungen eines Bernoulli-Experiments genau
k-mal das Ereignis E (der Treffer E mit P(E) = p) eintritt, ist gegeben durch:

P(X=k) = (g)-pk-1=p)nk

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der Treffer.

Schreibweise: P(X=3)=B432@)
Anzahl der Ziehungen Wahrscheinlichkeit fur Treffer Anzahl der Treffer

Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Trefferwahrscheinlichkeit p bei 4 Ziehungen

K| 0 | 1 | 2 | 3 | 4

POzl | (g)oPa-p | (f)pta-p3 | [3)p2a-p2 | (3)pa-pt | (4] pta-pp

Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Lange n fir die Trefferwahrscheinlichkeit p.
Ist X die Anzahl der Treffer, so hei3t die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufalls-
variable X Binomialverteilung.

Diese Verteilung kann in Tabellenform angegeben werden.

Bemerkung: Fir P(X = k) schreibt man auch By, (k).
Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt. X ist By, ,-verteilt.
Da X nur ganzzahlige Werte annimmt, ist die Binomialverteilung
eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung.
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Beispiel 2

Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n=4 und p = 0,6.
Berechnen Sie P(X = 0) bis P(X = 4) mithilfe der Bernoulli-Formel.
Vergleichen Sie die Werte.

Lésung
X ist B4.o¢-verteilt.

P(X=0)=(g)-06°044=1-0,4%= 00256
P(X=1=(%)-06"-04%=4-0,6-0,064 = 01536
P(X=2)=(%)-062-0,42=6-036-06 = 03456
P(X=3)=(%)-063-0,4!=4-0,216-0,4 = 0,3456

P(X=4)=(%)-06%04%=1-01296 - 1= 0,296
Die Wahrscheinlichkeiten fir X = 2 und X = 3 sind gleich grof.

Beispiel 3

2 Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n =10 und p = 0,2.
Berechnen Sie P(X=1), P(X=2) und P(X = 3).
Stellen Sie die Binomialverteilung grafisch dar. Vergleichen Sie.

)Iz(i)sstuE:g o,2-verteilt. 0,3000 o=
P(X=1) = Byg.02(1) = 0,2684 02500
P(X =2) = Byg;02(2) = 0,3020 0,2000
P(X =3) = Big;02(3) = 0,2013 0,500
0,1000
0,0500
0,000+, 2 4 6 k

Der Vergleich ergibt: P(X =2) ist der gropte Wahrscheinlichkeitswert.

Berechnung mit dem WTR

P(X = 1) Eingabe: k = 1
=10
Eingabe von x =1bzw. k=1, n=10 und p=0,2 zzo,z
im Binomial-PD-Men bzw. im Binomialpdf-Men:
| B FanoH1a lPpdt
p= VALUE=0. ZE24ZEYEE

STORE: QY¥=ztaked

0, 268455456 SOLVE AGAIN GQUIT
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Aufgaben (:?E i
gg&
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a)
b)
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a)
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a)

c)
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a)

Die Zufallsvariable X ist By, ,-verteilt. Berechnen Sie P(X = 0) und P(X =1). mvurl.de/hgyt
n=4 p=05 b) n=3 p=03 0 n=d4p=g

Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten B, (k):
n=8; k=2, p=0,5 b) n=20; k=5; p=0,8 c) n=50; k=9; p=0,1

Die Zufallsvariable X ist By, y-verteilt. Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten:
Stellen Sie die Verteilung grafisch dar und vergleichen Sie die Werte.

n=5 p=04: P(X=1); P(X=2); P(X=3)

n=8;, p=07: P(X=5); PX=6); P(X=T7)

Es gibt zwei Schreibweisen fiir die Wahrscheinlichkeit bei einer binomialverteilten Zufalls-
grope X: P(X =k) = Bpp(k). Schreiben Sie in der anderen Form und berechnen Sie.
n=12; p=0,85; P(X=9) b) Bys 015(6)

n=120; p=099; P(X =0) d) B200, 0,65(130)

Berechnen Sie den Wert und beschreiben Sie die zugrundeliegende Binomialverteilung.
(2).0'44. 0,6' b) (1:13).0'34. o7
(?8).0'110. 0,940 d) (122).0'244. 0,856

Vervollstandigen Sie den Term und beschreiben Sie die zugrundeliegende
Binomialverteilung.

(°0)- 074 - 0,00 b) (5] 0040752

Die Abbildung zeigt die Binomialverteilung mit den Parametern n =10 und p =0,5.

Bestimmen Sie folgende Wahrschein- P(X = k)
lichkeiten mithilfe der Abbildung: 0.2500
P(X=3); P(X=5); P(X=28). 0,2000
Welche Eigenschaften hat der Graph 01500
dieser Binomialverteilung? '

0,1000

0,0500

0,0000

0 2 4 6 8 10 k

Ein Korb enthalt 25 Balle, die sich durch das aufgedruckte Muster unterscheiden.

15 Balle sind mit Punkten, 10 mit Sternen gemustert.

Aus dem Korb wird ein Ball ,,blind" entnommen. Es wird festgestellt, ob er Sterne tragt
oder nicht, dann wird er wieder in den Korb zurlickgelegt.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim 10-maligen Ziehen genau drei Balle mit Sternen
Zu ziehen?
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Summierte (kumulierte) Wahrscheinlichkeiten

Beispiel 1

< Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n=4 und p = 0,6.
Berechnen Sie P(X <1) und P(X > 2) ohne Verwendung des WTR.

L6ésung
X ist By, g,¢-verteilt.
PX<)=P(X=0)+P(X=1=(3)060044+ (})-06'-043 = 0,0256 + 01536
P(X<1)=0,1792 Summierte (kumulierte) Wahrscheinlichkeit
P(X>2)=1-P(X<1)=1-0,1792 = 0,8208 Gegenereignis
Hinweis: P(X>2)=P(X=2)+P(X=3)+P(X=4)

= 0,3456 + 0,3456 + 0,1296 = 0,8208

Beispiel 2

< Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n=10 und p =0,2.
Berechnen Sie P(X <2) und stellen Sie den Wert grafisch dar.
Berechnen Sie P(2 <X <5) und P(X>3).

L6ésung
X ist Byo. o,2-verteilt. 0,7000
P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(XX=2) 06000
=0,6778 0,5000
0,4000

0,3000 PX < 2)
0.2000 P(X < 1)

01000 B < gy
0,0000 0 : -

PR<X<5) =PX=2)+P(X=3)+P(X=4)+P(X=5=P(X<5 -P(X<2)
=P(X<5)-P(X<1)=09936 - 0,3758 = 0,6178

P(X>3)=1-P(X<3)=1-0,8791=0,1209

Berechnung mit dem Gegenereignis

Berechnung mit dem WTR

P(X<2): Eingabe: k = 2
Eingabe von x =2 bzw. k=2, n=10 und p = 0,2 ;:;OZ
im Binomial-CD-Men bzw. im Binomialcdf-Men:

“ $1MOH 1@ LodT
p= FALLUE=O. £7 7799526

STORE: G4zt abkcd

0. 677799526 SOLVE AGAIH  @UIT
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Beispiel 3

P(X < k)
2 Die Abbildung zeigt die kumulierte L
Binomialverteilung fir n =10 und 0,8000
=0,5.
P 0,6000
a) Welche besondere Eigenschaft hat
diese Verteilung? 0,4000
b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlich- 0.2000
keiten mithilfe der Abbildung:
. ! k
P(X=5) T T
* P(X=5)
+ P(X>5)
* PB<X<5)

c) Bestimmen Sie das kleinste k, sodass gilt: P(X <k)> 0,90

Lésung P(X<k)
a) Die Wahrscheinlichkeitswerte wach- 10000
senund P(X<10)=1=100% 0,8000
b) Wahrscheinlichkeiten: e
+ P(X<5)=0,62
- P(X=5)=P(X<5)-P(X<4) 04000
=0,62-0,38=0.24 0,2000
« P(X>5)=1-P(X<5)=0,38 O ) I——
Berechnung mit dem Gegenereignis 0,000 2 4 6 5 0"
*P(3<X<5)
=P(X<5)-P(X<2)
=~ 0,62 - 0,05
=0,57
c) P(X<k) >090firk>7 P(X<k)

Die Wahrscheinlichkeit P(X <k) ist 1,0000
fur k =7 erstmals gréper als 09. 82888
P(X <k) strebt gegen1 '

fir k gegen 10. 0,6000
k =7 ist das kleinste k, sodass gilt:
P(X <k)>0.90.

0,4000
0,2000

0,0000 k
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Beispiel 4

mvurl.de/egk 2 Ein Unternehmen produziert Tonvasen. Beim Brennen derVasen sind erfahrungsge-
map 20 % defekt. Der Produktion wird eine Stichprobe von 50 Vasen entnommen.
Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
A: Die Stichprobe enthalt genau 10 defekte Vasen.
B: Die Stichprobe enthalt hochstens 10 defekte Vasen.
C: Man stellt mindestens 10 und hochstens 15 defekte Vasen fest.
D: Die Stichprobe enthdlt mehr als eine defekte Vase.

L6ésung
X ist die Anzahl defekter Vasen. Es handelt sich um eine Bernoulli-Kette der Lange n = 50
mit der Trefferwahrscheinlichkeit p = 0,2; Xist Bsg, g 2-verteilt.

P(A)=P(X=10) = 0,1398 kann mit dem WTR berechnet werden.
P(B)=P(X<10) =0,5836 kann mit dem WTR berechnet werden.

P(C)=P10<X<15)=P(X<15)-P(X<9)
P(C) =0,9692 - 0,4437 = 0,5255

P(D)=P(X>1)=1-P(X<1)=1-0,0002
P(D) = 0,9998 = 99,98 %

Binomialverteilung: P(X = k) summierte Binomialverteilung: P(X < k)
n=50; p=0,2 n=50;p=0,2
P(X = k) P(X<k)
0,1400 1,0000
0,1200
0,8000
0,1000
0,0800 0,6000
0,0600 0,4000
0,0400
0,2000
0,0200
0,0000
0.0000 LERREr Raa K 5 0 15 20
Schaubild der Wahrscheinlichkeits- Schaubild der Verteilungsfunktion:
funktion: k — P(X =Kk) k — P(X< k)

Summenschreibweise der kumulierten Binomialverteilung

P(X<3)=P(X=0)+P(X=1+P(X=2)+P(X=3)=} (5?)o,zi~o,850-i=i Bso: 0,2(1)
i= i=0
PX<Kk=PX=0)+PX=0)+ P(X=2)+ ...+P(X=k)
PX<K =Y (T)pi-a-pni= 3 By, »() Summierte Binomialverteilung
i=0

i=0
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Beispiel 5

2 Eine Box der Firma Fabert enthalt 25 Blei-

a)

b)

c)

d)

stifte, die sich durch das aufgedruckte
Muster unterscheiden. 15 Bleistifte sind mit
Punkten, 10 mit Sternen gemustert.

Aus der Box wird ein Bleistift ,,blind" ent-
nommen. Es wird festgestellt, ob er Sterne
tragt oder nicht, dann wird er wieder in die
Box zurlickgelegt.

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, beim finfmaligen Ziehen weniger als 4 Bleistifte
mit Sternen zu ziehen?

Die Wahrscheinlichkeit, dass beim fiinfmaligen Ziehen wenigstens ein Bleistift mit
Sternen gezogen wird, ist gréper als 90 %. Uberpriifen Sie.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass beim flinfmaligen Ziehen mindestens zwei
Bleistifte und hdchstens vier Bleistifte einen Stern haben.

Wie gropf ist die Wahrscheinlichkeit, beim 20-maligen Ziehen mindestens 8 Bleistifte
mit Sternen zu ziehen?

Lésung

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der gezogenen Bleistifte mit Sternmuster. Das
Experiment ist ein Bernoulli-Experiment, da es nur zwei Ergebnisse gibt (Stern oder
nicht Stern) und mit Zuriicklegen gezogen wird (Bernoulli-Kette der Lange 5).

a) Xist Bs, g 4-verteilt.
Mit p=0,4; n=5 und k=3 erhalt man fir die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als
4 Bleistifte mit Sternmuster gezogen werden:
P(X<4)=P(X<3)=09130

b) P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,0778 = 0,9222

oder P(X>1)=1-0,6°~ 0,9222
Die Wahrscheinlichkeit ist also grofer als 90 %.

c) P2<X<4)=P(X<4)-P(X<1)=09898 - 0,3370 = 0,6528

d) Xist Bg. g4-verteilt.
P(X>8)=1-P(X<7)=1-0,4159 = 0,5841

Bernoulli-Formel P(X =k = () Pk =pnk=Bn,k

k . .
Summierte Binomialverteilung: P (X<k) =) (?) Ve () =T
i=0
k

PXX<k) = Bryp(D)

P(X>1)=1-P(X=0)
P@<X<b)=P(X<b)-P(X<a)
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Beispiel 6

2 Jan spielt in seiner Freizeit Basketball.

Er trifft den Basketballkorb bei einem
Freiwurf mit der Wahrscheinlichkeit von
p = 0,35.

a) Wie oft muss er mindestens werfen, damit er den Basketballkorb mit einer Wahr-
scheinlichkeit von wenigstens 0,995 mindestens ein Mal trifft?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft er bei 13 Versuchen genau ein Mal?
Lésung
a) X: Anzahl der Treffer; X ist By, o 35-verteilt.
X >1: Mindestens ein Treffer
Bei n=3 Versuchen: P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,2746 = 0,7254
Bei n=6 Versuchen: P(X>1)=1-P(X=0)=1-0,0754 = 0,9246
Bei n=8 Versuchen: P(XX>1)=1-P(X=0)=1-0,0319 = 0,9681
Steigt die Anzahl n der Versuche, so steigt auch die Wahrscheinlichkeit flr
mindestens einen Treffer.
Bei n Versuchen:
Bedingung: P(X >1) > 0,995 P(X>1)=1-P(X=0)>0,995
Mit P(X =0)=(() 0,350-0,65"
P(X=0)=0,65"
erhalt man P(X>1)=1-0,65">0,995
Daraus folgt die Bedingung fir n: 0,65"< 0,005
Auflésung der Gleichung 0,65" = 0,005
durch Logarithmieren: In (0,65 = In(0,005)
Mit In@") =r-In@); a>0: n-In(0,65) =In(0,005)
Ui e
oder
WTR mit der log,b- Taste: n =10gg,65(0,005) =12,30
Er muss mindestens 13-mal werfen.
b) X:Anzahl der Treffer; X ist By3. o 35-verteilt.

P(X =1)=0,0259
Die Wahrscheinlichkeit fir genau einen Treffer bei 13 Versuchen liegt bei 0,0259.
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Aufgaben O B E
iai §J%

1 Die Zufallsvariable X ist By, ,-verteilt. Berechnen Sie P(X < k). mvurl.de/Shy7
a) n=8; k=2; p=0,5 b) n=20; k=5; p=0,8 c) n=50; k=20; p=0,1

2 Die Zufallsvariable X ist By, y-verteilt. Berechnen Sie folgende Wahrscheinlichkeiten:
a) n=5; p=0,5: P(X=3); P(X<1); P(X>1)

b) n=20; p=0.2: P(X=4); P(X<1); P(X>2), P2<X<6)

€) n=200;p=0,05: P(X=25); P(X<1); P(20<X<45); P(10<X<15)

3 Die Abbildung zeigt die kumulierte Binomialverteilung mit n =20 und p = 0,5.
a) Welche Eigenschaft hat diese

) 10000, PX< K
Verteilung? 09000
b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten: 0,8000
- P(X<10) 0,7000
0,6000
+ P(X=10) 0,5000
c P(6<X<12) 0,4000
03000
+ P(X>12) 02000
Vergleichen Sie mit der Abbildung. 0,1000
0,0000

c) Ermitteln Sie den kleinsten k-Wert,
sodass gilt: P(X <k)>0.90.

4 6 8 10 12 14 16 18

4 Das nebenstehende Diagramm zeigt 10000 P(X<k)
die summierten Wahrscheinlichkeiten
fur die Zufallsvariable X. 0.8000
X ist Boo. o -verteilt. Beurteilen Sie 06000
folgende Aussage anhand des Dia- 0,4000
gramms. 0,2000
a) P(X=2)~0,68 0,0000 k

b) P(X<3)~0,87
c) P2<X<6)=0,60
d) P(X>1)~0,88

5 Die Druckfix GmbH stellt Walzen her. Es werden 100 Walzen einer Qualitdtsanalyse unter-
zogen. Die Wahrscheinlichkeit fir einen Defekt betrdagt p = 0,05.
Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
A: Hochstens 2 Walzen sind defekt.

. Es gibt mindestens 3 defekte Walzen.

. Es befinden sich mindestens 4 und héchstens 7 defekte Walzen in der Stichprobe.

: In der Stichprobe befinden sich 95 intakte Walzen.

: Alle Walzen sind intakt.

m o O
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6

7

a)

b)

a)

b)

c)

a)
b)

Begriinden Sie, welche der Verteilungen zu einer Binomialverteilung gehort.

Abb. 1 Abb. 2 Abb. 3

035
03
025
02 0,1500 02
058 0,1000 015
0] 01
005 00500 005

0,0000 0
0 0 3 6 9 2 k 4 8 2 k 2 4 6 8

03
025 0,2000

Das Galton-Brett besteht aus einer regelmapigen
Anordnung von Hindernissen (z.B. Nagelreihen).
Eine von oben herunterfallende Kugel prallt am
Hindernis nach links oder nach rechts ab. Nach dem
Passieren der Hindernisse werden die Kugeln in
Fachern aufgefangen, um dort abgezahlt zu werden.
Die Abbildung zeigt ein vierstufiges, symmetrisches
Galton-Brett.

Begriinden Sie, dass das Galton-Brett ein Modell
fUr eine Bernoulli-Kette ist.

Wieviel % der Kugeln fallen in Fach ,3“?

Fir die Produktion eines Elektro-Autos werden unter anderem Scheinwerfer benétigt.
Zunachst wird die Lux AG mit der Produktion beauftragt. Diese garantiert, dass der Anteil
an defekten Einheiten etwa 10 % betragen.

Unter der Voraussetzung p = 0,1 sollen die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten fir folgende
Ereignisse untersucht werden.

Es werden 10 Scheinwerfereinheiten gepriift.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse.

Ey: Genau eine Scheinwerfereinheit ist defekt.

E,: Die erste Scheinwerfereinheit ist defekt, aber alle anderen sind einwandfrei.
Erkldaren Sie den Unterschied zwischen den beiden Ereignissen E; und E; aus
Teilaufgabe a).

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass bei einem Stichprobenumfang von
100 mehr als 15 defekt sind.

BEL FRUTI produziert Papaya- und Ananaskonserven. Nachdem die Etikettiermaschine
ausgefallen ist, befinden sich mehrere Tausend Dosen, davon zwei Drittel Papaya und ein
Drittel Ananas, im Lager. Fur die Qualitatskontrolle werden flinfzig Dosen an verschiede-
nen Stellen des Lagers zufallig ausgewahlt. Die Anzahl der Ananas- bzw. Papayakonserven
unter den flinfzig ausgewdhlten Dosen sei eine binomialverteilte Zufallsgrope. Berechnen
Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten.

Es werden genau 16 Ananaskonserven gefunden.
Es werden mindestens 25 Papayakonserven gefunden.
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10 Eine Laplace-Miinze wird finfmal geworfen.

a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau dreimal Wappen fallt?

b) Wie grop ist die Wahrscheinlichkeit, dass keinmal Wappen fallt?

c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens einmal Wappen fallt?

11 Esist bekannt, dass 2% der Bevolkerung eine Extremsportart betreiben. Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Gruppe von 50 Personen genau ein Extremsportler
ist bzw. héchstens zwei Extremsportler sind.

12 Ein Batteriehersteller geht davon aus, dass die Wahrscheinlich-
keit fur einen vorzeitigen Ausfall einer Batterie 20 % betragt.

a) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
A: Von 100 Batterien fallen weniger als ein Viertel vorzeitig aus.
B: Von 50 Batterien fallen héchstens 10 vorzeitig aus.

C: Von 5 Batterien fallen mindestens zwei vorzeitig aus.

b) Wie hoch muss der Anteil der vorzeitig ausfallenden Batterien
mindestens sein, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99 % unter 100 Bat-
terien mindestens eine vorzeitig ausfallt?

c) Das Produktionsverfahren wird umgestellt. Damit sinkt die Ausfallwahrscheinlichkeit auf
5%. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass in einer Stichprobe von 100 Batterien
mindestens vier, hchstens aber acht Batterien vorzeitig ausfallen.

13 Ein Unternehmen produziert tdglich eine grof3e Anzahl
von Listerklemmen. Diese werden unabhangig vonein-
ander hergestellt. Die Wahrscheinlichkeit fir eine
fehlerhafte Listerklemme liegt bei 5 %.

a) Der Produktion wird eine Stichprobe von 50 Lister-
klemmen entnommen.

Berechnen Sie Bsg,0,05(2) und interpretieren Sie Ihr
Ergebnis.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

* mehr als drei Listerklemmen fehlerhaft sind,

» hochstens sechs Lusterklemmen fehlerhaft sind.
b) Berechnen Sie den Umfang einer Stichprobe, wenn in dieser mit einer Wahrscheinlichkeit

von mindestens 90 % mindestens eine fehlerhafte Listerklemme enthalten sein soll.

14 Ein Pharmaunternehmen hat ein neues Medikament entwickelt. Die Einnahme flhrt bei
10 % der Patienten zu Herzrasen.
In einer Studie nehmen 100 Patienten das Medikament ein.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse.
A: Genau 20 Patienten bekommen Herzrasen.
B: Hochstens 15 Patienten bekommen Herzrasen.
C: Mindestens 16 Patienten bekommen Herzrasen.
D: Mindestens 20, aber héchstens 30 Patienten bekommen Herzrasen.



320 1l Stochastik

2.3 Erwartungswert und Standardabweichung einer
Binomialverteilung

Erwartungswert

Beispiel 1

2 An einer Schule in KéIn gibt es hitzefrei, wenn die Quecksilbersiule des Thermo-
meters im Schatten mehr als 25°C anzeigt. Der deutsche Wetterdienst meldet fir den
Zeitraum vom 20. Juni bis 22. Juni eine Wahrscheinlichkeit von 30 % fiir Tempera-
turen, die hoher als 25°C sind.

Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der hitzefreien Tage im genannten Zeit-
raum.

Erstellen Sie eine Wahrscheinlichkeitsverteilung flr die Zufallsvariable X.

Mit wie vielen hitzefreien Tagen kann wahrend des angegebenen Zeitraums durch-
schnittlich gerechnet werden?

Lésung

Jedes einzelne Experiment hat zwei Ausgange (mehr als 25°C; weniger oder gleich 25°C)
mit einer Trefferwahrscheinlichkeit von p = 0,3.

Es liegt eine Bernoulli-Kette der Ldnge n =3 vor. X ist eine Bs. o 3-verteilte Zufalls-
variable.

Wahrscheinlichkeitsverteilung

K | 0 | i | 2 | 3

B30(K) ‘ (30300730343 ‘ (3) 031072 = 0441 ‘ (3)03207= 089 ‘ (3)o32070=0027
Gesucht ist die Anzahl der zu erwartenden hitzefreien Tage, d.h. E(X).

n
Berechnung des Erwartungswerts E(X) mit E(X) =) x;- P(X = xy).
i=o0

i
3
E(X) =Y k-Bso3(k) = 00,343 +1-0,441 + 2:0,189 + 3-0,027
k=0
E(X) = 0,9

Voraussichtlich kann man wahrend des Zeitraums mit 0,9 hitzefreien Tagen rechnen.

Plausibilitatsbetrachtung

Wenn die Wahrscheinlichkeit fir jeden hitzefreien Tag p = 0,3 ist und man drei Tage
(n = 3) betrachtet, so ergibt sich die Anzahl der zu erwartenden hitzefreien Tage mit
E(X)=3:03=09

Allgemein: E(X)=n-p

Eine By,p-verteilte Zufallsvariable X hat den Erwartungswert
EQX)=n-p
Fur E(X) schreibt man auch p.
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Binomialverteilungen fiir p = 0,3 und verschiedene n-Werte
n=10 n =50 n =100
p=3 n=15 n=30
Der Erwartungswert p ist ganzzahlig.

030 P(X = k) 030 P(X = k) 030 P(X=k)
025 025 025
0,20 020 0.20
0,5 015 015
0,0 0,10 010
0,05 0,05 0,05
| I - 0,00
000 3 a5 6 7 8 9 0k % 15 ko 30 k
Mithilfe der Abbildung ergibt sich:
Die gropte Wahrscheinlichkeit liegt im Erwartungswert.
z.B.fir n=10 und p=0,3: Bio: 0,3(3) = 0,2668
zum Vergleich: Bio; 0,3(2) = 0,2335; Byo. 0,3(4) = 0,2001
Beispiel 2

2 Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit n =30 und p = 0,15.
Bestimmen Sie den Erwartungswert und die gréfte Wahrscheinlichkeit.

Lésung
Fur den Erwartungswert gilt: pn=n-p=30-015=4,5
Dies ist kein Wert der Zufallsvariablen X (X = x;eN).

Mithilfe der Abbildung stellt man fest:

Die gréBte Wahrschein- P(X = k)
lichkeit liegt bei einem der

benachbarten ganzzahligen

Werte: 01500

0,1000
0,0500

0.0000 0 2 4 6 8 10 2k

P(X = 4) = B3g, 015(4) = 0,2028; P(X = 5) = 0,1861
Die gréf3te Wahrscheinlichkeit betragt 0,2028.
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Varianz und Standardabweichung
n
Formel fir die Varianz: 62= (k= E(X)2" Bypk)
K=0

Man betrachtet ein einzelnes Bernoulli-Experiment einer Bernoulli-Kette.

Wahrscheinlichkeitsverteilung | k ‘ 0 ‘ 1
n=TEM=p ‘ Bnp (K ‘ (o]p°t-pr=1-p ‘ (1)p'a-po=p
Varianz fiir ein einziges Bernoulli-Experiment

1
62=> (k=p?2 Bk =(0-p20-p)+1-p?p
k=0
o?=p?(1-p)+(1-2p+p?)p=p?-p>+p-2p?+p3=p-p?=p(-p)

Varianz fur ein Bernoulli-Experiment: c2=p-(1-p)
Varianz fiir n Bernoulli-Experimente (ohne Beweis): ¢2=n-p-(1-p)

Eine Bp-verteilte Zufallsvariable X hat die Varianz ¢2=n-p-(1-p)

und die Standardabweichung o = \/n-p-(1 -p.
Binomialverteilungen fiir p = 0,3 und verschiedene n-Werte
n=10; u=3; 6 =145 n=50; u=15; 6 =3,24 n=100; p=30; c=4,58
030 PH=K - 030 POX=H 030, P=R0
025 0.25 0,25
0,20 0.20 020

055 015 0=324|0=324 ors =458|c=458
0,10 0.0 010
0,05 I 1 0,05 0,05

[ | - 0,00

0,00 o3 : w15 000 4230

Man stellt fest:

Fir wachsendes n wird der Graph immer breiter und flacher
(bei gleicher Wahrscheinlichkeit p).

Der maximale Wert wird beim Erwartungswert angenommen.
o ist ein Map fir die Breite der Verteilung.
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Beispiel

2 Bei der Produktion von Ziindkerzen sind erfahrungsgemap 2 % defekt. Bei einer
Kontrolle werden bei einer Stichprobe 200 Ziindkerzen aus der laufenden Produktion

entnommen.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der defekten Ziindkerzen im
Intervall |=[p=o0;p+ o] mitp=E(X) liegt.

Interpretieren Sie |hr Ergebnis.

Lésung
Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der defekten Ziindkerzen an. X ist B,po.0,02-verteilt.

Zu erwartende defekte Zindkerzen:

Varianz:

Standardabweichung:

o-Intervall

p=n-p
n=200-0,02=4
o2=n-p-(1-p)

62 =200-0,02:0,98 = 3,92
o = Varianz

6=4/392 =198

[w—0; p+o]=1[202;598]

Die ganzzahligen k-Werte 3, 4 und 5 liegen in diesem Intervall.

Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit:

PB3<X<5=P(X<5) -P(X<2)
P(3<X<5)=0,551

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,551 enthalt die Stichprobe 3 bis 5 defekte
Zindkerzen.

Grafische Veranschaulichung

k
0
1

2
3
4
5
6
7
8
9

Binomialverteilung
0,0176
0,0718
0,1458
0,1963
01973
0,1579
0,1047
0,0592
0,0292
0,0127
0,0049
0,0017
0,0006
0,0002
0,0000

0,2000

0,1500

0,1000

0,0500

0,0000

Hinweis: Die grofte Wahrscheinlichkeit liegt beim Erwartungswert p = 4:

P(X=4)=0197
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Zusammenfassung Binomialverteilung
Formel von Bernoulli: P (X = k) = By, n(k) = ()-pk- (1-p)n K

Kk
Eigenschaften: PX<k =3 (7)p'-(-pn

i=0
k
PX<k) =Y Bryp(D)

PX>1)=1-P(X=0)
P@<X<b)=P(X<b)-P(X<a)
Erwartungswert: EX)=p=n-p
Varianz: 62=n-p-(1-p)

Standardabweichung: o =\/n-p-(1-p)

Aufgaben

1 Skizzieren Sie den Graphen der Binomialverteilung und bestimmen Sie jeweils den
Erwartungswert und die Standardabweichung.

a) n=12;,p=0,5 b) n=50; p=0,25
Geben Sie die grofite Wahrscheinlichkeit an.

03000 74K
2 Die Abbildung zeigt eine Binomial- 0500
verteilung. 02000
Bestimmen Sie den ganzzahligen 0.1500
Erwartungswert und die zugehdrige 01000
Wahrscheinlichkeit p. 00500
00000 ) T Ty Ty s g k

g 3 Eine binomialverteilte Zufallsgréfe X hat den Erwartungswert p =5 und die
Standardabweichung o = 2. Berechnen Sie n und p.

4 Esist bekannt, dass 2% der Bevolkerung eine Extremsportart betreiben.

a) In einer Gruppe von 100 Personen kann man 3 Extremsportler erwarten. Priifen Sie.
b) Berechnen Sie die Standardabweichung.

c) Bestimmen Sie P(p—o<X<p+o).

5 Die LION GmbH fertigt grofe Mengen von Fahrradtrikots. Die Wahrscheinlichkeit, dass
von einer Tagesproduktion von 2350 Stiick mindestens 2000 fehlerfrei sind, betragt 0,90.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewahltes Trikot fehlerfrei ist.

6 Das Unternehmen Agrema AG fertigt und verkauft Fanfahnen in 40er-Paketen an Shops.
Untersuchungen der Qualitat der Fahnen ergeben eine Ausschusswahrscheinlichkeit von
12,5%. Die Paketgrope soll aufgestockt werden. Es wird festgelegt, dass ein Paket nicht
bezahlt werden muss, wenn sich darin mehr als 8 minderwertige Fahnen befinden. Ein
verkauftes Paket wird mit der Wahrscheinlichkeit 0,1661 nicht berechnet.

Bestimmen Sie die Paketgrofe.
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a)

b)

c)

a)

b)

c)

a)

b)

10

Ein Hersteller fertigt auf einer Maschine Dichtungen als Massenware.

Die Ausschussquote betragt 5 %.

Berechnen Sie, wie viele defekte Dichtungen man bei einer Produktion von 500 Dichtun-
gen erwarten kann.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Anzahl der defekten Dichtungen im
Intervall 1=[p—o;p+o] liegt.

Der laufenden Produktion werden nacheinander 50 Dichtungen entnommen.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse.

Gehen Sie dabei vereinfacht von dem Modell ,,Ziehen mit Zuriicklegen" aus.

A: Alle Dichtungen sind einwandfrei.

B: Hochstens drei Dichtungen sind defekt.

C: Mehr als 35 Dichtungen sind defekt.

D: Es sind mindestens 4, aber héchstens 6 Dichtungen defekt.

In einer Bienenpopulation ist jede zwdlfte Biene mit

Milben befallen. Die Zufallsvariable X beschreibt die

Anzahl der befallenen Bienen.

Wie viele Bienen muss der Imker mindestens aus dem Stock
fangen, um mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens
95 % mindestens eine befallene Biene zu erhalten?

Der Imker fangt 35 Bienen aus seinem Stock. Mit _
welcher Wahrscheinlichkeit hat er keine befallene Biene gefangen?

n = 35 gibt die Lange der Bernoulli-Kette des Zufallsexperiments an. Bestimmen Sie den
Erwartungswert p und die Standardabweichung o von X.

An einer Ortsdurchfahrt wird eine Verkehrszahlung durch-
geflhrt. Von den Fahrzeugen, welche die Ortsdurchfahrt
benutzen, sind erfahrungsgemap 65 % Pkw, 20 % Lkw,
10 % Busse und 5 % Motorrader.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass unter 12 vorbei-
kommenden Fahrzeugen « weder Busse noch Motorrader?

* genau drei Lkw?

» héchstens ein Motorrad?

* mindestens zehn Pkw sind. :
Durch die Anzahl der Pkw bei 20 vorbeikommenden Fahr 8 : wre =
zeugen ist die Zufallsvariable X definiert. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass X
hdchstens um die Standardabweichung vom Erwartungswert abweicht.

Eine Gartnerei bietet Tulpenzwiebeln an. Sie sichert ihren
Kunden zu, dass es bei 90 % der Zwiebeln im ndchsten Frih-
jahr zur Blite kommen wird. Herr Kahn kauft 20 Tulpen-
zwiebeln. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit folgender
Ereignisse:

A: Alle 20 Tulpen werden bliihen.

B: Mindestens 15 Tulpen werden blihen.

C: Es werden weniger Tulpen bllhen, als nach der Angabe der Gartnerei erwartet wird.
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Test zur Uberpriifung Ihrer Grundkenntnisse

a)

b)

a)

b)
c)

d)

In der Tépferei Nordstrander werden Vasen produziert. Erfahrungsgemap haben 10 % der
produzierten Vasen einen Fehler. Es werden 50 Vasen der laufenden Produktion entnom-
men. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:

A: Alle Vasen sind einwandfrei.

B: Es sind genau 6 Vasen defekt.

C: Es sind hdchstens 6 Vasen defekt.

D: Es werden mehr als 6 defekte Vasen gefunden.

E: Es werden mehr als 6 defekte Vasen, aber weniger als 10 defekte Vasen gefunden.

Die Firma Candela stellt Leuchtdioden her. 5% der

produzierten Leuchten sind defekt. | |
Es werden 200 Leuchten untersucht. | Fl
Berechnen Sie den Mittelwert p und die Standard- ;
abweichung o.

Bestimmen Sie P(wn—o<X<p+o).

Interpretieren Sie diese Wahrscheinlichkeit.

Die Fluggesellschaft Star Flug geht davon aus, dass jeder einzelne Passagier mit einer
Wahrscheinlichkeit von 96 % einen gebuchten Flug tatsachlich antritt.

Das Erscheinen der Passagiere zum Flug soll voneinander unabhangig sein.

Am Check-In liegt eine Passagierliste vor.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit der folgenden Ereignisse:

A: Von den ersten drei Passagieren auf der Liste treten genau zwei den Flug an.

B: Von den ersten fiinf Passagieren tritt mindestens einer den Flug nicht an.

Ein Flug wurde von 300 Passagieren gebucht.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daftir, dass mindestens 290 und hdchstens 296
Passagiere den Flug antreten.

Zum Muttertag bringt die Firma BioKosmetics das beliebte Parfum ,Mabelle" in einer
Sondergrof3e heraus. Bei dessen Herstellung entsteht 5% mangelhafte Ware.

Die Qualitatskontrolle entnimmt der laufenden Produktion 50 Prifstiicke.

Die Zufallsgrof3e X gibt die Anzahl der mangelhaften Prifstiicke an.

Begriinden Sie, warum davon ausgegangen werden kann, dass die Zufallsgrofie X
binomialverteilt ist.

Berechnen Sie den Erwartungswert p und die Standardabweichung o der Zufallsgréfe X.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten zu den folgenden Ereignissen:

A: Genau 3 Prifstlicke sind mangelhaft.

B: Hochstens 3 Priifstlicke sind mangelhaft.

C: Es sind mindestens p—o, aber héchstens p+ o Prifsticke mangelhaft.

Leiten Sie den kleinsten Stichprobenumfang her, der entnommen werden musste,
sodass in der Stichprobe mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90 % mindestens ein
Prifstiick mangelhaft ist.



1 Ldsungen der Tests

Test zur Uberpriifung lhrer Grundkenntnisse

Lehrbuch Seite 53

a) Bedingung fur die Nullstellen: f(x) =0 3sin(nx) =0 |:3
sin(zx) =0
ax=0; £ +2m +37w ... |:®
x=0; £1,+£2; £3; ...
Nullstellen auf [-3; 31: 0; +1:+2; +3
b) Bedingung fir die Nullstellen: f(x) =0 cos(4x) =0
3 5 7
4x = i%; ESMAEST 5T .. |14
X = i%; i%n; ign; i%ﬂ:; ......
Nullstellen auf [-3; 3] L P P pae g A
1o g ~gTgh=g
¢) Bedingung fir die Nullstellen: f(x) =0 sin(x) +%: 0 | —%
sin(x) = -%
n__5
X1——6, Xz——TEJrg——gﬂ:
. a1 _n_5
Nullstellen auf [-3; 31: 6 6"
Keine weiteren Lésungen auf [-3; 31.
2
Amplitude 4, Periode p = 2% = 3
3
Wertebereich von f: Mittellinie: d = 3; Amplitude: a = 4

d-a=3-4=-1d+a=3+4=7
=171
Das Schaubild von f entsteht aus der Kosinuskurve durch Streckung in y-Richtung mit

Faktor 4; Spiegelung an der x-Achse; Streckung in x-Richtung mit Faktor %; Verschiebung

um 3 nach oben.
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a) cos(x)=-1:
Fir xe [0;10]:

b) sin@x) =3
Ldsungen in z:

Ldsungen in x: Mit z = 2x

X=+m+3m+57 ...

Weitere Lésungen erhdlt man durch Addition von Vielfachen der Periode von f

mit f(x) = sin(2x): p = F =
Fir xe[0; 4]:
c) 4cos(§)=0

Fir xe[-2m 2x]:

4

Amplitude 252 =35
Mittellinie y =252 =15
Periode p=4 = b=3
a=35d=15und b= 3
Funktionsterm: g(x) = 3,5sin(3x) +15

5
Ansatz: f(x) = a cos(bx) +d
Gleichung der Mittellinie:y =-1,d. h.,,d=-1.
Amplitudea =2
2n _2n _ 1

Periodep:4w;b:3—4—n—§

Funktionsterm: f(x) = ZCOS(%X) -1

X=m3n
NI
sm(z)-g
_n _mn_5
Z1—g Zp =T g—gn
_= __5
ZX—E | 2 ZX——gTE | 2
_ _5
=2 X2 =3¢
X3‘17;+n‘%n X4‘%+n=}2n>4
==L 5 .13
b RT
X_ m 3.
2 - EEpmAR™

X==+xm +3m +5m7; ...

X==xn
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2 Einfuhrung in Geogebra, Geogebra- und Videolisten

Einflhrung in die Geogebra

www.geogebra.org
oder
https://www.geogebra.org/m/U6BVhW53
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Anhang

Liste der Geogebra-Arbeitsblatter und der Videos

Liste der Geogebra-Arbeitsblatter

Thema Adresse QR-Code | Seitenzahl
(DA
Motivation: Trigonometrische Funktionen mvurl.de/mab9 i 10
o
sin und cos am Einheitskreis mvurl.de/bng2 21
i
Trigonometrische Funktionen mit a,d mvurl.de/wuii Lﬁ% 23
[a]
miiE
Trigonometrische Funktionen mit a,b,d mvurl.de/iiyk & 27
[=]r
B
Trigonometrische Funktionen mit a,b,c,d mvurl.de/7n8d 24 31
5
o
Trigonometrische Gleichungen sin(x)=u mvurl.de/36r5 G 40
[=5=r
[Ofe w40
Trigonometrische Gleichungen cos(x)=u mvurl.de/re6q 3 42
[OF
. Bl
Uberlagerung von Funktionen mvurl.de/jxdd % 54
[s]
EEE
Verkettung mvurl.de/himg ﬂ@a‘ 60
Gt
Motivation: Polynomfunktionen mvurl.de/xzhc A 62
Differenzialquotient mvurl.de/7pih 64
Potenz-, Faktor-, Summenregel mvurl.de/ix5s 1
Grafisches Ableiten mit Term mvurl.de/1cbg 77
Grafisches Ableiten mvurl.de/pt3t 77
Kridmmung intuitiv mvurl.de/I5el 96
L]
Kriimmung von K¢ mvurl.de/sz4h it 97
[=]:
[l A5
Extrem- und Wendestellen mvurl.de/5rwq f% 102
E. L]




Geogebra- und Videolisten

Thema Adresse QR-Code | Seitenzahl
B
Zusammenhang Ableitungsfunktionen mvurl.de/nlj1 % 102
[=]:
Zusammenhang: Kosten, Erlés und Gewinn mvurl.de/wf28 124
ElEE
Einbeschriebenes Dreieck mvurl.de/ndy5 it 128
[m]:
Karton falten e
mvurl.de/7exa FiE o 131
(Aufgabe 3) [=]
Blechdose 22
mvurl.de/kbpu i 131
(Aufgabe 6) P g%
By
Motivation: Fldchenberechnung mvurl.de/3wjk %}g 132
[t
[Ofed0]
Stammfunktion rechnerisch mvurl.de/ah52 1};% 136
E“1
Grafisches Integrieren mvurl.de/rszu 142
Stammfunktion, Funktion, Ableitung mvurl.de/q219 143
Ubung: Stammfunktion rechnerisch und e
. mvurl.de/zceg LR 144
grafisch =]}
[E50 E_',
Das bestimmte Integral mvurl.de/t50s Erh 146
ok
R
Ober- und Untersumme mvurl.de/q99u ’% 147
=]
Ey
Flache zwischen Kurve und x-Achse mvurl.de/azul L pea 158
=]
Flache zwischen zwei Kurven mvurl.de/znap 167
oFe o
Motivation: LGS mvurl.de/nbgj i 180
[=
e
Motivation: Vektorgeometrie mvurl.de/p18d ?%% 198
[
Punkt-Richtungs-Form und Zwei-Punkte- A
g mvurl.de/5mz7 i 200
Form R
ETAE
Geraden definieren in Parameterform mvurl.de/dr85 i3 200
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o

Thema Adresse QR-Code | Seitenzahl
Bl
Spurpunkte einer Geraden mvurl.de/3xgi A 206
[OL
Bl e
Gegenseitige Lage zweier Geraden mvurl.de/9j64 Ak 209
(O
Uebung: Gegenseitige Lage zweier Geraden | mvurl.de/bivd 214
Parameterform der Ebenengleichung mvurl.de/zg2q 217
Parameterform einer Ebene, L
) mvurl.de/x5t8 %ﬁ 218
variable Punkte O]
Uebung: Abstand eines Punktes zu einer L0
g mvurl.de/sxfe E: 232
Geraden i
Motivation: Glicksrad und Erwartungswert mvurl.de/k72v 238
B
Wirfeln-Simulation mvurl.de/293t o ol 249
]
i E
Erweiterung zu Beispiel 4 mvurl.de/k9dt % 269
i
Ubung: Abh&dngig oder unabh&ngig? mvurl.de/jgqt 273
ol
Baumdiagramm und Vierfeldertafel mvurl.de/f2i8 R 274
[
. ORA0)
Ubung: Binomialkoeffizient mvurl.de/mféo ¥ 'ﬁ 282
[=]
Erweiterung: Gliicksrad und Erwartungs- B3
mvurl.de/nh2m pichiE 294
wert =
Ubung: Erwartungswert und Standard- BlALE
, mvurl.de/uz26 i 300
abweichung [Cificets
EFLE
Motivation: Binomial- und Normalverteilung | mvurl.de/imou i ﬁ 304
[=]
. EZ:EE
Ubung: Bernoulli-Formel mvurl.de/uigo 3%% 308
[=]
B
Binomialverteilung mvurl.de/hgyt % 31
[=]:
oheo
Binomialverteilung und kumuliert mvurl.de/9hy7 % 317
[Of:=
Eay
Galton-Brett mvurl.de/m2ub & 318



https://www.geogebra.org/m/ncujqzt3
https://www.geogebra.org/m/kdnekjvv
https://www.geogebra.org/m/ceqgarc8
https://www.geogebra.org/m/kkpjdb7k
https://www.geogebra.org/m/qxqmdud5
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Liste aller Videos

Thema Adresse QR-Code | Seitenzahl
E%E
Sinus- und Kosinusfunktion mvurl.de/2rqq : 21
[OOF ]

Transformationen trigonometrischer Funk-

. mvurl.de/zod2 34
tionen

Trigonometrische Gleichungen mvurl.de/mwyr 38
Trigonometrische Funktionen mvurl.de/nxr4 49
Ableitungsregeln mvurl.de/u5ué 71
Kettenregel mvurl.de/ofén 74
Produktregel mvurl.de/7m3a 76
Extrempunkte mvurl.de/aglf 89
Wendepunkte mvurl.de/zg6a 96
Kurvenuntersuchung mvurl.de/39nw 108
Aufstellen von Kurvengleichungen mvurl.de/hnxe m
Optimieren mvurl.de/wx9l 128
Stammfunktion mvurl.de/5pjk 136
Stammfunktionen weiterer Funktionen mvurl.de/lwvi 139
Integrationsregeln mvurl.de/9b9w 152
Fldchen zwischen zwei Kurven mvurl.de/gmdj 167
LGS ist eindeutig l6sbar mvurl.de/yqql 184
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Anhang
Thema Adresse QR-Code | Seitenzahl
LGS ist mehrdeutig 16sbar mvurl.de/mtrk 189
EREE
LGS mit Parameter mvurl.de/nzps R 192
Umgehen mit Gerade in Parameterform mvurl.de/ijvy 201
Gegenseitige Lage von Geraden mvurl.de/gyyw 209
Umgehen mit Ebene in Parameterform mvurl.de/kbmv 220
Abstand Punkt zu Gerade mvurl.de/I9ts 231
Abstande Zusammenfassung mvurl.de/rqgx 236
Verknlpfung von Ereignissen mvurl.de/dkgw 247
Pfadregeln mvurl.de/4imz 256
Unabhangigkeit von Ereignissen mvurl.de/5ha4 271
Varianz und Standardabweichung mvurl.de/tnkl 296
Bernoulliformel mvurl.de/szg2 308
Binomialverteilung und kumuliert mvurl.de/egkg 314






