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Vorwort

,Sie miissen das Buch so schreiben, dass alles drin ist, aber man es trotzdem versteht!
(Aufforderung einer Schiilerin)

Vorwort

Liebe Schiilerinnen und Schiiler,
dieses Buch und die Videos sollen Sie dabei unterstiitzen,

o sich in den letzten beiden Schuljahren optimal auf Klausuren und auf das Abitur in
Mathematik vorzubereiten.

o sich alle Lehrplaninhalte anhand verstindlicher und iibersichtlicher Stoffzusammen-
fassungen anzueignen.

o Thr gewonnenes Wissen anhand von Basisiibungen mit ausfiihrlichen Losungen schnell
und priifungsbezogen zu vertiefen.

° durch Erfolge neue Motivation fiir das Fach Mathematik zu bekommen.

o eine gute Note in der Abiturpriifung zu erreichen.

Liebe Fachkolleginnen und Fachkollegen,
dieses Buch und die Videos sollen Sie dabei unterstiitzen,

o die zeitintensive Stoffwiederholung, Klausur- und Abiturvorbereitung teilweise aus dem
Unterricht auslagern zu konnen.

o auf diese Weise mehr Zeit fiir verstindnisorientierten Unterricht zu gewinnen.
o sicherzustellen, dass Ihre Schiilerinnen und Schiiler iiber ausreichendes Basiswissen
verfiigen.

o den Notendurchschnitt Threr Klasse in der Abiturpriifung zu optimieren.

Konzept

Der Kern des Buches besteht aus eingiingigen Stoffzusammenfassungen zu allen
Lehrplanthemen des erhohten Anforderungsniveaus am beruflichen Gymnasium in
Baden-Wiirttemberg.

Die Zusammenfassungen sind so konzipiert, dass alle mathematischen Inhalte direkt
aufgenommen und kognitiv verarbeitet werden konnen.

Die iiber 100 Videos im Buch bieten einen weiteren Lernzugang, welcher in Kombination
mit dem Buch bei vielen Schiilerinnen und Schiilern nachweisbar zu besseren
Lernergebnissen fiihrt.

Das Ende des Buches besteht aus kurzen, elementaren Basisiibungen zu allen Themen.
Diese werden ausfiihrlich gelost.



Abiturpriifung in Mathematik

Ablauf der Abiturpriifung

Erhdhtes Anforderungsniveau:
270 Min Arbeitszeit plus 30 Min Auswabhl, insgesamt 300 Minuten: 120 Bewertungseinheiten

; Pflichtteil (20 BE) “‘.\ '.’/Schﬁler-Wahlteil (10 BE): zwei Aufgaben 5 oder 1xPLA ™,
Teil A: ! aus Aufgabengruppe 1 (je 5 BE) I aus Aufgabengruppe 2 (je 5 BE) i
sk : Analysis Stochastik : ! Sachgebiet” 1 sachgebiet 2
. . Aufgabe 1 Aufgabe 3 o Aufgabe 5 Aufgabe 5 Sachgebiet 3
Hilfsmittel P (Wahl 1) (Wahl 11
: (. PLA—
: 2 | ! i
RBE ; Analysis '-'I"E;"e P sachgebiet 1 Sachgebiet 2 Mg
i Aufgabe 2 Algebra oo Aufgabe 5
' Aufgabe 4 ' H isigphe aiipabe.d
\ ' (wahl 11) (wahl Iv)
- @
/ Analysis 40 BE Lehrerauswahl Analysis 40 BE
>
Aufgabe 1 (Lehrerwahl I) 1aus2 Aufgabe 1 (Lehrerwahl Il)
J
Teil B: p
mit Stochastik 25 BE Lehrerauswahl Stochastik 25 BE
>
Hilfsmittel Aufgabe 2 (Lehrerwahl 1) 1aus2 Aufgabe 2 (Lehrerwahl 11)
& v
90 BE
-
Lineare Algebra 25 BE Lehrerauswahl Lineare Algebra 25 BE
A ——
\ Aufgabe 3 (Lehrerwahl 1) 1aus2 Aufgabe 3 (Lehrerwahl I1) ) /
* Sachgebiete sind Analysis, Stochastik und Lineare Algebra Quelle: IBBW Baden-Wirttemberg
Erlduterungen

o Pflichtteil (Teil A, ohne Hilfsmittel): Die vorgelegten 4 Aufgaben (zu allen Themen des
Lehrplans) missen bearbeitet werden.

e Schiiler-Wahilteil (Teil A, ohne Hilfsmittel)
Beispiel: Es liegen 2 Aufgaben zur Analysis (Sachgebiet 1) und 2 Aufgaben zur
Stochastik (Sachgebiet 2) vor. Alle diese Aufgabe sind mit ,,Aufgabe 5“ bezeichnet.
Zusatzlich liegt die Aufgabe 6 zum Problemlésen (PLA) zur Linearen Algebra vor.
Die Schiler*in wahlt dann entweder zwei beliebige Aufgaben 5 aus oder wahlt (nur)
die Aufgabe 6 zum Problemlésen aus. In diesem Fall gibt die Schiler*in vor der
Bearbeitung der Problemléseaufgabe den Teil A ab und erhélt dann zur Bearbeitung
der Problemldseaufgabe die Hilfsmittel (Taschenrechner und Merkhilfe).

e Teil B, mit Hilfsmittel: Vor der Priifung wahlt die Lehrer*in aus je zwei Aufgaben zur
Analysis, Stochastik und Linearer Algebra jeweils eine Aufgabe aus.

Faustformel zur Zeitplanung: Aus 300 min fiir 120 BE ergeben sich 2,5 min pro BE.

Hinweis: Zur weiteren Erlduterung sei auf das nachfolgende Video verwiesen.
EE
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Potenzfunktionen
1
fx)=—
X

(S.16)

Exponentialfunktion

f(x)=e"-2
(S. 18)

Ganzrationale
Funktion

fx)=x*-2x-1
(5.12)

-2

Trignonometrische
Funktion

£(x)=2-sin(x)
(S. 20)

2 —1\0_ 1 3

\

Funktionstypen

™~

N
NV



y
Nullstellenansatz 1 /

S =(x+D" - (x~1) —5 774G 5
o U

C Symmetrie 1 '
AnaIySIS _ ..}.lznlllry-Achse &' . / X

Funktionen ...zum Ursprung b 1 o ' >
(S. 24) 4
\ Spiegeln, Strecken

und Verschieben
(S.22)

Umkehrfunktion
f(x)=x
)=

(S. 25)

T

0 1 2 3 4 5

11



L Grundlagen Analysis

3 Differentialrechnung
3.1 Ableitungsregeln

Nr. Beispiel Vorgehen
Elementarregeln
f(x) =x
fl(x)=5-x"=5x"
| 0 =x
fl(x)=2x"=2x
f(x) —x f(x) — xExponent
, _ 0 _ _ (x) = Ex Onent.xExponent—l
fl(x)=1-x"=1-1=1 S'(x)=Exp
(Potenzregel)
1 _
f(x) = ? =x7
flx)==2-x"= —% Vor dem Ableiten
2 ) I
1 —=JF
f(x) =x =x? X'
1 - 1 1 Sr=x2
S =X == x=x
2 2- x% 2:4x
3 ;{ ’((x)) - e; Abschreiben
f'(x)=e
S (x) =In(x)
4 1) 1 ,,In den Nenner
X) =—
X
5 f(x) =sin(x) “in
JS'(x) =cos(x) /N
—cos cos
Esin -
6 ;r((xx) ) : iosslggc) (Im Uhrzeigersinn!)
40 S
(O}

https://mvurl.de/9lhq




1. Grundlagen Analysis

Nr. Beispiel Vorgehen
Vorgehensregeln

7 f(x) =3-x° »Zahlen“ mit - oder : ,bleiben*
f'(x)=3-2x=6x (Faktorregel)
fx) =x"+2 . .

8 F(x)=2x wZahlen® mit + oder — ,,verschwinden

s + und — Zeichen unterteilen die Funktion

9 ! ’(x) = ; h :x in Teilfunktionen, welche einzeln abgeleitet werden

Sx)=2x - (Summenregel)

Produktregel

1o f(x) =x-sin(x)

F(x)=2x-sin(x)+x*-cos(x) | S (@D=u'(x) - vx) +  u@) - V()

S (%) =u(x)-v(x)

Ableiten - Abschreiben + Abschreiben - Ableiten

Aber: Die Produktregel nur dann anwenden, wenn zwei Faktoren, die beide x enthalten,

miteinander multipliziert werden.

f(x) =3x+sin(x)
f'(x)=3 +cos(x)
(Keine Produktregel,

da keine Multiplikation)

f(x) =3-sin(x) f(x) =3x-sin(x)
f'(x)=3-cos(x) f'(x)=3-sin(x)+3x-cos(x)
(Produktregel unnotig, (Produktregel)

Faktor 3 enthdilt kein x)

41



L Grundlagen Analysis

Nr. Beispiel Vorgehen
Anwendungen der Kettenregel
. 2x+43 _ Exponent
1 fr(X) - ez +3 f(X) eEx onent
fl(x)=e""2 fl(x)=e>" - Exponent abgeleitet
f(x) =In(2x+3) f(x) =In(Klammerinhalt)
12 1
'(X)=——2 "(x) =————— Klammerinhalt abgeleitet
S 2x+3 S Klammerinhalt &
" f(x) =sin(2x+3) f(x) =sin(Klammerinhalt)
fl(x)= cos(Zx + 3) 2 f'(x) = cos(Klammerinhalt) - Klammerinhalt abgeleitet
“ f(x) =cos(2x+3) f(x) = cos(Klammerinhalt)
f'(x)=—sin(2x+3)-2 | f'(x)=—sin(Klammerinhalt) - Klammerinhalt abgeleitet
f(x) =(2x+3)°
fl(x)=5-(2x+3)" -2
=10-(2x+3)’
1 Exponent
05 f(x) = W f(x) = (Klammerinhalt)
X"+ _
s f'(x) = Exponent~(Klammerinhalt)EXpunem b Klammerinhalt
= (xz + 3) abgeleitet
F0)=-5(x*+3)"-2x
_ 10x
(x2 + 3)6

Die allgemeine Kettenregel, aus welcher sich die Regeln 11-15 ergeben, lautet:

f@) = u(vx) > f'()= u'(vx)

42
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1. Grundlagen Analysis

Weitere Beispiele

a) f(x)=2x"-x"+1 b) f(x)=—x"+x ¢) f(x)=—sin(x)
f(x)=8x"-3x’ f'(x)=-2x+1 f'(x) =—cos(x)
d) f(x)=e"-(x’=1) e) f(x)= 43 f) f(x)=In(1-2x)
fl(x)=e (X =1)+e"-3x’ f(x)=e""? 8x fl(x)= % (=2)
—2x
3 3 S . 3 -
g) f(x)=4cos(1+x*) h) f(x)=(x"+1) ) f(x)=— - =(¥-2)
£'(x) =—4sin(1+x*)-3x° 1) =5-(x"+ 1)4 3y (¥ -2)
=—12x"-sin(1+x’) :15xz~(x3+1)4 f’(x)=—4-(x3—2)75 3x
—12x7
(x-2)
Verstindnis
Warum ,,verschwinden® konstante Summanden (£ Zahl) beim Ableiten?
Beispiel: y
Ve1sp1e 2 | 2 \ ) /
fl(x)Zx +1 ffz(x)=x -2 \ ; Krl /
S(x)=2x \C 71
LN
\ i / .
Der konstante Summand verschiebt nur das 312N\t o / -
Schaubild von f nach oben bzw. unten, hat \'1 » Kol
jedoch keinen Einfluss auf dessen Steigung.
Da die Ableitungsfunktion die Steigungen y
des Schaubildes angibt, spielt der konstante 3
Summand hierfiir keine Rolle. 2
K
Bl -2 [ -1 "

43
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Lénge (Betrag) Addition und Subtraktion

Punkte und Vektoren
(S. 81) (S. 81) (S. 80)
Skalarprodukt
(5.83) \
Vektorprodukt / Gmndlagen
Kreuzprodukt _
(S. 83) \
Vektorgeometrie
/ Geraden
Parameterform \
(S. 84)
Gegenseitige Lage
zweier Geraden
Aufstellen e?iner Spurpunkte (S- 86)
Geradengleichung %
(S. 85) N -~
(S.85) TG
| o/ | 2 X



Modellieren
(S. 1 12)

T~

Ebenengleichung in ...

... Parameterform
... Normalenform
... Koordinatenform

(S. 88-93)

Spurpunkte und
Spurgeraden

(S.93)

Spiegelungen
(S.110)
Abstandsberechnungen
(S.104)
Schnittwinkel
(S. 103)
Gegenseitige Lage:
Ebene-Ebene  (S.100)
Ebenen _

Gegenseitige Lage:
Ebene-Gerade (S. 98)

Umwandlungen der
Ebenenformen

(S.94)

77



1I. Grundlagen Vektorgeometrie

7 Abstandsberechnungen

Losungsstrategien im Uberblick (ausfiihrliches Vorgehen auf den folgenden Seiten)

Punkt Gerade Ebene
1. Skalarprodukt 1. Formel
g d:‘nlal+n2a2+n3a3—b‘_ (a_;)z‘
A 92 ‘ \/n|2+)122+n32 ‘ ;
2 — S |
u A ) B 2. Lotgerade
n P RS » 2. Hilfsebene l A
S o
l,’l 44(’ ....... ': II/ G
ABu E
i Iy
p 1. Skalarprodukt p 1. Formel (Punkt-Ebene)
2 2. Hilfsebene 2 2. Lotgerade
r 8l ] | T g
& / 9 ; a %
1 ’,/ .................. III 1 E
[ IS R P | e
G e ¢ (1
e I siehe Punkt-Gerade 1 siehe Punkt-Ebene
I L
a W . "
d g Nicht relevant fiir
@ das Abitur!
(3
d
s /”’17’/
c |8 B
i h
€
f
1. Formel (Punkt-Ebene)
P 2. Lotgerade
E . !
b a b3
F
- ! ?
1
o (3
€| E
1
siehe Punkt-Ebene

Hinweis: Alle Probleme lassen sich auf Punkt-Gerade oder Punkt-Ebene zuriickfihren.

104

EiE

=

www.mvurl.de/honf




1. Grundlagen Vektorgeome

trie

7.1 Abstande zu einem Punkt
Abstand: Punkt — Punkt

Beispiel : Abstand von A(1/0/2) und B(2|-3[1)?

., (2 1 1 A:{ ’.B
Verbindungsvektor: AB=|{ -3 |-(0 |=| -3}, U™ e
8 e d =|AB|
Linge:| AB |= /1> + (=3)* +(~1)> =+/I1 LE
Abstand: Punkt — Gerade A 5
Beispiel : Abstand von A(6]—-6]9) zu g: x= (5}+r~{ 1 J?
6 1
g g
o Moglichkeit 1 (Skalarprodukty u
A=A gt
Lotvektor
Schritt1: Verbindungsvektor zwischen dem Punkt A und einem allgemeinen
Geradenpunkt P, (4 =2r|5+r|6+ r) aufstellen (allgemeiner Abstandsvektor).
., (4=2r 6 —2r-2
AP =| 5+r |-|-6|=| r+ll
6+r 9 r=3
Schritt 2 : Skalarprodukt aus dem Verbindungsvektor und dem Richtungsvektor u
der Geraden bilden und gleich 0 setzen. (Grund: Der Verbindungsvektor wird zum
Lotvektor wenn er senkrecht zur Geraden steht). Parameterwert » ermitteln.
L (2r=2) (-2
AP u=| r+l1l || 1 |=0 < (-2r=2)-(-2)+(+11)-1+(r-3)-1=0 = r=-2
r—3 1
Schritt 3: LotfuBBpunkt L erhalten, indem der Parameterwert in die Geradengleichung
eingesetzt wird.
., (4 -2 8
r=-2einsetzen: OL=|5|-2:| 1 |=|3|—>L(8|3]4)
6 1 4
Schritt 4 : Linge (Betrag) des Lotvektors |E| berechnen.
., (8 6 2 .
Lotvektor: AL=|3 |-| =6 |=| 9 |; Linge:|AL|=+/2>+9" +(=5)* =+/110LE
4 9 -
OO
1' 105
Ei‘ =
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1I. Grundlagen Vektorgeometrie

o Moglichkeit 2 (Hilfsebene) o ,_1'
/A d=IAL AL

,"l E ; Lotvektor ,

ey i...’

Schritt 1: Hilfsebene E,, bilden, die den Punkt A enthiilt und senkrecht auf der
Geraden g steht (Richtungsvektor der Geraden als Normalenvektor von E,; verwenden).
Dann werden die Koordinaten des Punktes A eingesetzt.

E : =2x+x,+x;=0b
AecE,: -2:6-6+9=b ©-9=b =E,: -2x+x,+x,=-9

Schritt 2 : Hilfsebene E; mit der Geraden g schneiden. Der Schnittpunkt ist der
LotfuBBpunkt L.

»Allgemeinen Geradenpunkt“ P, (427 |5+r|6+r) in E, einsetzen:
2x+x%,+x,=-9 & -2:(4-2r+5+r+6+r=-9 = r=-2;

_. (4 -2 8
r =-2 einsetzen: OL:[S]—Z-{ 1 ]:(3} - L(8|3|4)
6 1 4

Schritt 3 : Linge (Betrag) des Lotvektors |H | berechnen.

4 9

_. (8 6 2 .
Lotvektor: AL:{3J—[—6]:( 9 ]; Linge:| AL |= /2> +97 +(=5)* =+110LE

Beispielhafte Anwendungen: Hohenbestimmung in einem Dreieck, Trapez oder
Parallelogramm.
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1. Grundlagen Vektorgeometrie

Abstand: Punkt — Ebene
Beispiel : Abstand von A(1]23) zu E:2x —x, +4x, =-9?

e Moglichkeit 1 (Formel, siche Merkhilfe)

d =" * Mty ¥ 14 _b| (zwischen A(q, |a, | a3) und E:mx, +n,x, +n,x, = b)
\/”12 +n,’ +n’ ‘
i) | o
d= ‘_) (zwischen A(a1 |a2|a3) und E:(x—p)- n=0)
n
Losung: d 2-1—1~2+4-3+9|
2 (14|
lA
o Moglichkeit 2 d= @ Lotvektor
(Lotgerade) (‘ L
Ly
E p
|l

Schritt 1: Lotgerade/ bilden, die den Punkt A enthilt und senkrecht auf der Ebene E
steht. (A als Stiitzpunkt und Normalenvektor der Ebene als Richtungsvektor verwenden).

oo - S (1 2
l:x=a+r-n = l:x=[2]+r{—1] (mit r € R)
3 4

Schritt 2 : Lotgerade / mit der Ebene E schneiden. Der Schnittpunkt ist der
LotfuBBpunkt L.

Allgemeinen Geradenpunkt“ P, (1+2r|2-r|3+4r ) in E einsetzen:
2x, —x, +4x, =9 = 2-(142r)—(2—r) +4- (B +4r)=—9 = r=—1;

(1 2) (-1
r =—1 einsetzen: OL:(Z]—L{—IJ :[ 3 J — L(-1/3]-1)
3 4 -1

Schritt 3 : Linge (Betrag) des Lotvektors |E| berechnen.

(-1 (1) (=2 .
Lotvektor: ALz( 3 ]—[2}:[ 1 ]; Linge:| AL |=+/(=2)* + 12 +(—4)* =21 LE
4

-1 3

Beispielhafte Anwendung: Hohenbestimmung bei einer Pyramide
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1II. Grundlagen Stochastik

4.3 Aufgabentypen zur Binomialverteilung

Aufgabentypen
(n=8 p=0,75)

Beispiel 1: Ein Basketballspieler trifft einen Freiwurf
mit einer Wahrscheinlichkeit von 75 %. Er wirft 8 Mal.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir ...

1. ,,genau k Treffer*

P(X = k)

a) ... genau 4 Treffer?
P(X=4)~0,0865

2. ,,hochstens k Treffer
P(X<k)

b) ... hochstens 4 Treffer*?
P(X<4)~0,1138

3. ,,mindestens k Treffer

P(X2k)=1-P(X<k-1)

¢) ... mindestens 4 Treffer?

P(X >4)=1-P(X <3)~1-0,0273~ 0,9727
J

(Gegenereignis: ,,Hochstens 3 Treffer™)

4. ,mindestens k und
hochstens“ & Treffer«

P(k < X< h)
=P(X< h)-P(X<k-1)

d) ... mindestens 4 und hochstens 7 Treffer?

P4<X<7)=P(X<7)-P(X<3)
~0,8999 -0,0273 ~ 0,8726

1. Aufgabentyp mit Binomialverteilung P(X = k)

2., 3. und 4. Aufgabentyp mit kumulierter Binomialverteilung P(X < k)

Eingabe in WTR (Beispiel: 2. Aufgabentyp: n=8; p=0,75; P(X <4))

CASIO FX-87DE X TI-30X Plus MultiView

Xt g 88 o i N 1:Normal-Dichte STAT-REG o]
F= s 2:Kumul, Normal-V| 4tEinonialF T M o ALL
—é == M 3:Inv. Normal-V. Eirnomialcdf

4:Verteilungsfkt. 4:Binomial-Dichte Faoiszonrdf .
1:Kumul. Binom.-V 1:Liste N oy
SkonilPolasory  2ifariabte e . s ATEDTL, oo

CALC STORE: iMYztakcd
Z0LVE AGAIM  QUIT

Kumul?1 Binom. -V P=

k .

n H:)

>l 0, 1138153076
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11I. Grundlagen Stochastik

Beispiel
Erfahrungsgemal sind 12 % der produzierten Smartphones eines Herstellers defekt. Ein
Kunde erhilt ein Paket mit 20 Smartphones des Herstellers.

Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit fiir die Anzahl an defekten Smartphones.

Anzahl Aufgabentyp Losung
Genau 3 1 P(X =3)~0,2242
Hochstens 4 2 P(X<4)~0,9173
5 oder 6 1 P(X=5)+P(X=6)=0,0567+0,0193=0,076
Mindestens 6 3 P(X>6)=1-P(X<5)~1-0,974~ 0,026
Mehr als 5 3 P(X>5)=1-P(X<5)=~1-0,974~ 0,026
Weniger als 8§ 2 P(X<8)=P(X<7)~0,9986
Mindestens 4, , P(4<X <8) =P(X <8)-P(X <3)
hochstens 8. ~0,9998-0,7873~0,2125
Mehr als 2, aber 4 P2<X<6) =P(X<5)-P(X<2)
weniger als 6 ~0,974-0,5631~0,4109
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1II. Grundlagen Stochastik

4.4 Die JOKER-Liste fiir schwierige Aufgabentypen

In den Abiturpriifungen zeichnen sich anspruchsvolle Aufgaben zur Binomialverteilung
oft dadurch aus, dass eben nicht ,,nur®, bei gegeben Werten fiir n, p und & nach der
Wahrscheinlichkeit P gefragt wird, sondern, dass ,,riickwirts* aus gegebenen Werten von
P auf n, p oder k geschlossen werden muss, indem verschiedene Werte am WTR
ausprobiert werden.

Zudem sind die Aufgaben oft in Anwendungen,,eingekleidet™.

Die nachfolgende Joker-Liste soll Ihnen bei diesen Aufgaben helfen, indem sie Ihnen
Struktur gibt und den Fokus auf die wesentlichen Werte lenkt.

Beispiel

a) Ein Glicksrad hat 18 gleich gro3e Felder. Einige davon sind rot eingefarbt.

Das Gliicksrad wird 40 Mal gedreht. Die Wahrscheinlichkeit, dass dabei genau 16 Mal die
Farbe Rot kommt, betrigt etwa 12,6 %. Wie viele Felder sind rot eingefarbt?

Joker - Liste Vorgehen
[X|BV oder [ | kum. BV X: Anzahl der Treffer
ja verschiedene Werte von p probieren, bis P = 0,126 gilt.
iber Gegenereignis ] 7
[X] nein p=gt PX=16)~0.126

n=40  oder D gesucht
p=? oder gesucht
k=16  oder D gesucht
P~0,126 oder D gesucht

A: Es sind 7 Felder rot eingeférbt.

b) Ein Basketballspieler trifft einen Freiwurf mit einer Wahrscheinlichkeit von 75 %.
Er wirft 30 Mal. Bei welcher Trefferanzahl tiberschreitet die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
er hochstens diese Trefferanzahl erreicht, zum ersten Mal 95 %?

Vorgehen
Joker - Liste
D BV oder Kum. BV k erhohen, bis 95 % liberschritten wird.
(i P(X<24)~0,797 < 0,95
iiber Gegenereignis ein P(X £25)~ 0,902 < 0,95

P(X <26) ~ 0,963 > 0,95

n=30  oder D gesucht 7
A: Bei mindestens 26 Treffern.

p=0,75 oder D gesucht
k=? oder gesucht
P>0,95 oder D gesucht
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11I. Grundlagen Stochastik

¢) Ein Flugzeug hat 100 Plétze. Es werden jedoch mehr als 100 Tickets verkauft, da
durchschnittlich nur 90 % der buchenden Personen auch zum Flug erscheinen.

Wie viele Tickets diirfen hochstens verkauft werden, sodass die vorhandenen Plitze mit
einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 95 % ausreichen?

Joker - Liste Vorgehen
[ IBV oder kum. BV X: Anzahl der Fluggiste
) o ja n erhohen, bis 95 % unterschritten wird.
iiber Gegenereignis n=106 P(X <100) = 0,960 > 0,95
n=? oder  [X] gesucht n=107 P(X<100)~0,919<0,95
=09 oder | ] gesucht A: Es diirfen hochstens 106 Tickets verkauft werden.
k=100 oder D gesucht
P>0,95 oder D gesucht

d) An einer Umfrage nimmt erfahrungsgemaf nur jede fiinfte angesprochene Person teil.
Ermitteln Sie die Anzahl der Personen, die mindestens angesprochen werden miissen, um
mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95%, mindestens 1000 Personen zu
bekommen, die an der Umfrage teilnechmen. (Abiturpriifung 2022)

Bedingung: P(X>1000) >0,95 (X: Anzahl der Teilnehmer)

1-P(X <999) >0,95
0,05 > P(X <999)

Joker - Liste Vorgehen
[ [BV oder [X]kum. BV n erhdhen, bis 0,05 unterschritten wird
. o [Xlja n = 5234: P(X<999)~0,0505 > 0,05
tiber Gegenereignis i 0= 5235 P(X - 999) ~0,0498 < 0,05
P oder sesucht A: Es miissen mindestens 5235 Personen

. angesprochen werden.
p= 3 oder D gesucht

k=999 oder D gesucht
P<0,05 oder D gesucht
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1II. Grundlagen Stochastik

7 Vertrauensintervalle (Konfidenzintervalle)
7.1 Vertrauensintervalle bilden

Wozu? Stichprobe = Gesamtheit

Aus dem Wissen iiber die Ergebnisse einer Stichprobe schlieit man auf die Gesamtheit.

Formel (siehe Merkhilfe) h: proz. Anteil in Stichprobe
: Stichprobenumfang
[h-0=h [h-(1—h i
|:h—c- Q; h+c- ¥i| c: Faktor aus Tabelle
n n

Tabelle (identisch S. 154)

(Vertrauenswahrscheinlichkeit) 0,683 0,90 0,95 0,954 0,99 0,997
c 1 2 3
(Faktor fiir Intervallldnge) (1o-Regel) 1,64 1,96 (20-Regel) 2,58 (30-Regel)

Vertrauens-Intervall bestimmen

Beispiel 1: Eine Woche vor der Bundestagswahl werden 200 Personen befragt, ob sie eine
bestimmte Partei wéhlen werden (Stichprobe). 68 Befragte bejahen dies.

Welchen prozentualen Stimmenanteil p wird die Partei bundesweit haben (Gesamtheit)?
Geben Sie hierzu ein Vertrauensintervall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 95,4 % an.

1. Ermitteln von A (relative Haufigkeit) und n. Bestimmung von ¢ aus der Tabelle.

h:%=0,34; n=200;  Tabelle: y=0,954 > c=2

2. Einsetzen in die Formel.

0,34-2- /M’ 0,34+2- /w :[0,273; 0,407]
200 200

3. Antwort

Zu 95,4 % wird das Ergebnis der Partei bei der ndchsten Wahl zwischen 27,3 % und
40,7 % liegen.

Hinweis: Vertrauensintervalle berechnet man bei binomialverteilten Problemstellungen.

156

www.mvurl.de/y974



11I. Grundlagen Stochastik

Beispiel 2: Um zu ermitteln, ob die Mikro AG ein zuverléssiger Lieferant ist, bestellt ein
Kunde probehalber 300 Mikrochips (Stichprobe). 114 davon sind fehlerhaft.

Der Kunde mdchte die (grundsitzliche) Wahrscheinlichkeit (p) dafiir abschétzen, dass ein
bei der Mikro AG hergestellter Chip fehlerhaft ist (Gesamtheit).

Geben Sie ein Intervall an, in welchem p mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % liegt.

114

1. —=0,38 n=300; Tabelle: y=0,95 - ¢=1,96
300
0,38-(1—0,38) 0,38-(1—0,38)
2.10,38-1,9,|———=; 0,38+1,96-,| —————= :[0,325; 0,435]
300 300

3. Zu 95 % liegt die (grundsétzliche) Defektwahrscheinlichkeit eines Chips zwischen
32,5 % und 43,5 %.

Zusatz: Grafische Darstellung an der Konfidenzellipse

Die Schaubilder der beiden Funktionen h

f und g bilden eine Ellipse. !

Die Gerade & = 0,38 gibt die relative 09 (=7
Hiufigkeit in der Stichprobe an. ost S (P)=pFLI6 =

Durch den Schnitt der Geraden mit
den Schaubildern erhilt man die beiden

. 0,6
Grenzen des Vertrauensintervalls.

0,5

_ toc. |Pd-p)
Oy = 0,38 2(p)=p=1.96-

0,3

0,2

0,1

0 o1 02 03 04: 05 06 07 08 09 1

0,325 0,435
Verstandnis

Grundsitzlich wird ein ,,kurzes* Vertrauensintervall angestrebt, welches p prézise
eingrenzt.

Hierzu sollten, bei Betrachtung der Formel, ein hoher Stichprobenumfang » und
eine cher geringe Vertrauenswahrscheinlichkeit y gewéhlt werden.

Grafisch gesehen erhdlt man hierdurch eine ,,schmale* Ellipse, welche dann auf ein
,.kurzes* Vertrauensintervall fiihrt.
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1V. Problemldsen

2 Schritte des Problemlosens

Schritt 1: Das Problem verstehen (Analyse)

* Worum geht es? Das Problem in eigenen Worten wiedergeben.
» Was ist bekannt (gegeben) bzw. unbekannt (gesucht)?
* Durch Beispiele, Skizzen oder Diagramme versuchen, das Problem zu verstehen.

* Welche Beziehungen bestehen zwischen den Grofen? Was passiert, wenn man
Bedingungen weglasst?

Schritt 2: Einen Plan entwerfen und durchfiihren (Durchfiihrung)

e Helfen math. Sétze, Formeln, Definitionen, ...?
* Problemlosestrategien anwenden:

* Problem vereinfachen

» Konkrete Zahlenwerte annehmen

« Ahnliches bzw. verwandtes Problem suchen

* Systematisches Probieren

» Vorwirts- bzw. Riickwirtsarbeiten

* Spezialfille untersuchen

* Problem in Teilprobleme zerlegen

» Aufdecken von mathematischen Mustern

* Standpunkt, Perspektive, Blickwinkel wechseln

* Transformation in andere Darstellungsart (Gleichung, Term, Graph, Schaubild,
Skizze, Tabelle)

* Geduldig, hartndckig und frustrationstolerant sein.

* Alles (auch Irrwege!) dokumentieren.

Schritt 3: Ergebnis iiberpriifen (Riickblick)

« Ist die Richtigkeit der Losung iiberpriifbar?

* Ist das Problem vollstindig gelost?

* Ist die Losung plausibel? Kann man sie nun ,,auf den ersten Blick® sehen?

» Konnte man das Problem auch auf andere Arten (eventuell einfacher) 16sen?

* Was wurde (iiber die Losung des konkreten Problems hinaus) allgemein gelernt?
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1V, Problemlosen

3 Beispiele

Beispiel 1

Eine Spinne befindet sich im Punkt A und mdchte
auf einer geschlossenen Schachtel nach B krabbeln.

Sie kann Fldchen queren oder Kanten entlang krabbeln.

Ermitteln Sie die Lange des kiirzesten Weges.

Losung

Perspektivwechsel:

Am Korpernetz der Schachtel ist zu sehen,
dass zur Berechnung der gesuchten
Strecke der Satz des Pythagoras
angewendet werden kann.

= (34+11) 4382

x*=2025+1444

x*=3469

x ~58,90 (x=-58,90 nicht relevant)

A 34 cm
11 cm
38 cm
B
A
38 cm
11cm  34cm B

Alternativ: Beispielsweise kann auch iiber eine mafistabsgerechte Zeichnung eine

Néherungsldsung erhalten werden.

Die Spinne hat den kiirzesten Weg von ca. 58,90 cm.
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1V. Problemlosen

Beispiel 2

Die Verbindungsstrecken zweier nicht benachbarter Eckpunkte eines Vielecks
werden Diagonalen genannt. Beispielsweise gibt es im Viereck zwei Diagonalen.
Wie viele Diagonalen hat ein 100-Eck?

Losung

Anhand von Beispielen (Mustererkennung) wird eine Formel zur Berechnung der Anzahl
der Diagonalen im n -Eck ermittelt:

5-Eck: Von jeder der 5 Ecken gehen zwei
Diagonalen ab, da die Ecke nicht mit sich selbst,
sowie nicht mit den beiden benachbarten Ecken
verbunden ist.

Dies fiihrt zundchst auf 10 Diagonalen, wobei
jede Diagonale jedoch doppelt berticksichtigt
wird, da sie ja zwei Punkte verbindet.

Anzahl Diagonalen im 5-Eck : % =5

9-Eck: Von jeder der 9 Ecken gehen 6 (=9 - 3)
Diagonalen ab, wobei so wiederum jede Diagonale
doppelt beriicksichtigt wird.

Anzahl Diagonalen im 9-Eck : 26 =27

n-Eck (Verallgemeinerung): Von jeder der n Ecken gehen (n — 3) Diagonalen ab, wobei
so wiederum jede Diagonale doppelt beriicksichtigt wird.

Anzahl Diagonalen im n-Eck : n (n-3)

00-97

Bei einem 100-Eck gibt es also ! =4850 Diagonalen.

(=] =]

=
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VI. Themen fiir die miindliche Abiturpriifung

VI Themen fir die mundliche Abiturprufung

1 Beschreibung von Produktionsprozessen durch
Matrizen (nur fur WG)

1.1 Verflechtungsmatrizen und Verflechtungsdiagramme

Beispiel: Der Pralinenhersteller Pralini AG stellt zwei Pralinentypen (,,Praline jour* und
»Praline nuit™) in einem 2-stufigen Produktionsprozess her. Aus den Rohstoffen (Kakao,
Milchpulver, Zucker) werden zunichst Zwischenprodukte (Weille Schokolade, Dunkle
Schokolade) gefertigt, aus welchen dann die Endprodukte (,,Praline jour®, ,,Praline nuit®)
hergestellt werden.

Benotigte Matrizen

A Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix (Benétigte Rohstoffe fiir die Zwischenprodukte)
B Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix
C Rohstoff-Endprodukt-Matrix

im Beispiel:

2 Wege iiber Verflechtungsmatrizen
> 6 10

/ Lo €= 1 31 \
Rohstoffi ! ; (1) \ / (1 :J \
RO Is(ok ¢ Zwischenprodukte Endprodukte
Rl- h;la]? | Z,- WeiBe Schokolade El ,,Praline jour®
o~ Milchpulver Z,- Dunkle Schokolade E,- ,,Praline nuit*
R,- Zucker R R R,
\ ! 2 /v \ M /"
W R,
4o 4 W
> 1
E, E,

2 Wege liber Verflechtungsdiagramme

Formel: A-B=C

Beschreibung (jeweils nur anhand der 1. Spalte)

« 1. Spalte von Matrix A: Fiir 1 Einheit Z, (WeiBe Schokolade) benétigt man 1 EH R,
(Kakao), 1 EH R, (Milchpulver) und 2 EH R, (Zucker).

+ 1. Spalte von Matrix B: Fiir 1 EH E, (,,Praline jour”) benétigt man ~ gg; A,Bund C
3 EH Z, (Weile Schokolade) und 1 EH Z, (Dunkle Schokolade). Spalte - ,,nehmen®

« 1. Spalte von Matrix C: Fiir 1 EH E, (,,Praline jour*) benétigt man Zeile - ,,geben”
6 EH R, (Kakao), 3 EH R, (Milchpulver) und 7 EH R, (Zucker).

5,56
ET:

www.mvurl.de/brq4
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VI. Themen fiir die miindliche Abiturpriifung

1.2 Produktionsvektoren

Beispiel: Wic vicle Rohstoffe miissen eingekauft werden, wenn 17 ,,Pralines jour™ und 21
»Pralines nuit* hergestellt werden sollen?

Bendotigte Vektoren im Beispiel
r  verwendete Rohstoffeinheiten (in ME R)

z  hergestellte Zwischenprodukteinheiten (in ME Z)

- - (17

p hergestellte Endprodukteinheiten (in ME P) p= (21)
Formeln: r=A-z z=B. ; r=C- ; (siehe Merkhilfe)

im Beispiel:

» ;=C'; \
/ oA

z=B-p
Rohstoffe / \‘ / \

Zwischenprodukte Endprodukte
R, - Kakao . e
Rl Milchoul Z,- Weile Schokolade E,- ,,Praline jour
o~ Miichpulver Z,- Dunkle Schokolade E,- ,,Praline nuit*
R;- Zucker

s NG
6 10 312

Beschreibung

Ausgehend von den benétigten Endprodukten (17 ,,Pralines jour™ und 21 ,,Pralines
nuit*) wird ,,von rechts nach links* gerechnet.

Uber z = B- p wird ermittelt, dass hierfiir 72 EH Weile Schokolade und 80 EH
Dunkle Schokolade an Zwischenprodukten hergestellt werden miissen.

Die Rohstoffmengen, die wiederum hierfiir eingekauft werden miissen, werden iiber
r=A-z errechnet. Man benotigt 312 EH Kakao, 72 EH Milchpulver und 224 EH Zucker.

Uber r=C- ; kann direkt (Zwischenprodukte werden rechnerisch ,,libersprungen‘)
aus den bestellten Endprodukten die hierfiir bendtigten Rohstoffmengen berechnet werden.
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VI. Themen fiir die miindliche Abiturpriifung

2 Beschreibung von Abbildungen mit Matrizen

(nur fur TG)

2.1 Affine Abbildungen

—

a: x'=A-x+c

. x: Orginalpunkt

« ¥': Bildpunkt

« A: Abbildungsmatrix e ¢ Verschiebung

Grundlegende Affine Abbildungen

Beispiele ausgehend vom Punkt P(2|1)

Aund ¢

Rechnung

Grafik

o J0E)
2)-(2)

—P'(0]-2)

1. Verschiebung (z.B. um 2 nach links und 3 nach unten)

U

... der x, - Achse

Sk

... der x, - Achse

SR

2. Spiegelung an ...

S

> P2|-1)

e

S P(=2]1)

A
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VI. Themen fiir die miindliche Abiturpriifung

Aund ¢ Rechnung Grafik

3. Spiegelung am Ursprung

NI o A b I I e i

—P(-2]-1) B

4. Zentrische Streckung mit Faktor & (z.B. k=1,5) am Ursprung

Beispiel: k =1,5 P’
k 0) - (0 ~ (15 0)(2) (3 : T
A= ,C= = . = Bl 4]o g
0 k 0 015 (1) |15 1
S P(3]1,5)

5.Drehung mit Winkel ¢ um den Ursprung

) in(0) Beispiel: ¢ =90° ABEES
cos —sin TS
A= | ? 7 ; — [ c0s(90°) —sin(90°)) (2 T lk
sin(p)  cos(p) x'=| . . T
sin(90°) cos(90°) ) (1 I 5

Cc

@ - [_ﬂ —P(-112)

Interpretation der Spalten von A

Bei einer Abbildung der Form « : XY=Ax (ohne Verschiebung) geben die Spalten von

A die Koordinaten der Punkte an, auf welche P, (1/0) und P, (0|1) (bzw. Einheitsvektoren)
abgebildet werden.

. 1 _3 = 1. Spalte 2. Spalte
Beispiel: a: x’=(2 4]-x; P (110) — P/(112); P,(0[1) — P;(-3]4)
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VII. Basisiibungen zur Vektorgeometrie

Lo (2 1 1
Aufgabe 58 : Gegeben ist die Ebene EmitE: x = [1]+r{0]+s ~[—1] mitr, s e R.
3 2 0

a) Wandeln Sie die Parameterform in die Koordinatenform um.
b) Wandeln Sie die Parameterform in die Normalenform um.

¢) Wandeln Sie die Normalenform in die Koordinatenform um.
d) Wandeln Sie die Koordinatenform in die Parameterform um.

2.5 Gegenseitige Lage

Aufgabe 59 : Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebene E zur Geraden g.
Berechnen Sie gegebenenfalls die Koordinaten des Schnittpunktes S.

S (1 0
a) E: x, +2x, +3x, =5; g:x:[0J+t-{4] mitf e R
-1 2

(2 3
b) E: 2x,-x,=4; g:xz{—l]ﬂ{o] mitf e R
7 0

Aufgabe 60 : Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebene E und der Ebene F.
Berechnen Sie gegebenenfalls die Gleichung der Schnittgeraden.

a)E: 3x, —2x, +5x, =1; F:6x —4x, +10x; =-2

S (1 0 2
b) E: x=(l}+l"[ 1 ]+s-{0]mitr,seR; F: 2x, +x,—2x,=6
0 -1 -1

2.6 Schnittwinkel

Aufgabe 61 : Berechnen Sie den Schnittwinkel.

- 1 1
a) Zwischen g: x:[0]+r-[2j und E: —x, +2x, =-6.
-1 3

S (-1 -1
b) Zwischen E: 4x, +2x, -3x, =1 und F: [x— ( 0 B[ 2 ] =0.
3 1

2.7 Abstandsberechnungen
Aufgabe 62 : Welchen Abstand haben die Punkte A(-2|0]| 1) und B(1| —3|5) voneinander?
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Aufgabe 63 : Berechnen Sie den Abstand.

L (0 -2
a) ZwischenQ(0|2|—1) und g:x:{1]+r-[ IJ mit 7 € R.
2 2

b) Zwischen A(-3|0|1) und E:x +x,+2x,=5

S (-3 -1
c)Zwischeng:x=(2J+r-[2J und E:—x +4x,-3x, =2
1 1

2.9 Modellieren mit Vektoren

Aufgabe 64 : Ein U-Boot bewegt sich nach der Bahngleichung

24 -15
x=|36| +t| 0 (¢ in Stunden, sonstige Angaben in km).
-2 -3,75

Die x,x,-Ebene stellt die Wasseroberfliche des Meeres dar.

a) Befindet sich das U-Boot auf einer Steig- oder Sinkfahrt?
b) Welche Geschwindigkeit hat es?

¢) Nach wie vielen Stunden hat das U-Boot eine Tiefe von 17 km?

2.10 Das Vektorprodukt zur Flachen- und Volumenberechnung

S (3) . 1 R 1
Aufgabe 65: Die Vektorena=|1 |, b=| =3 |und c=| 0,5 P
1 0,5 3
spannen, wie grafisch dargestellt, eine Pyramide mit b

dreieckiger Grundfldche auf.
Berechnen Sie deren Volumen.
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3 Basisubungen zur Stochastik

3.1 Baumdiagramm und Pfadregeln

Aufgabe 66: In einer Urne befinden sich 3 blaue, 4 rote und 5 griine Kugeln.
Es werden 3 Kugeln nacheinander gezogen. Gezogene Kugeln werden zuriickgelegt.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse.

a) Man erhélt 3 Kugeln der gleichen Farbe.

b) Man erhélt genau eine rote Kugel.

¢) Man erhilt 3 Kugeln mit verschiedenen Farben.

d) Man erhélt zuerst eine griine Kugel und dann 2 blaue Kugeln.

e) Man erhilt mindestens eine griine Kugel.

Aufgabe 67: In einem Stapel aus 13 Karten befinden sich 4 Asse, 2 Konige, 4 Damen und
3 Buben. Ein Spieler hebt zwei Karten ab.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse.

a) Der Spieler erhilt kein Ass.
b) Der Spieler erhdlt hdchstens ein Ass.
¢) Der Spieler erhélt genau einen Konig.

d) Der Spieler erhélt ein Ass und einen Bube.

Aufgabe 68: In einer Urne befinden sich 10 blaue, 10 rote und 10 griine Kugeln.
Wie viele Kugeln muss man mindestens (mit zuriicklegen) entnehmen, sodass die
Wahrscheinlichkeit, mindestens eine blaue Kugel zu ziehen, mindestens 98 % betrédgt?

3.2 Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit, Vierfeldertafel

Aufgabe 69: An einer Schule sind 24 % der Autos alt. 18 % der Autos sind schmutzig.
65 % der Autos sind weder alt noch schmutzig.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zuféllig ausgewdhltes Auto alt und schmutzig?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zuféllig ausgewihltes Auto alt oder schmutzig?

¢) Man sieht ein altes Auto. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es schmutzig?

220



VII. Basisiibungen zur Stochastik

d) Sind die beiden Eigenschaften ,,alt* und ,,schmutzig®“ voneinander abhingig oder
unabhéngig?

Aufgabe 70: An einer Schule wurden im Laufe des Schuljahres 46 % der Schiiler vom
Hausmeister ermahnt. 20 % der ermahnten Schiiler verhalten sich ordentlich. Insgesamt
verhalten sich 53 % der Schiiler ordentlich.

a) Geben Sie ein vollstindig ausgefiilltes Baumdiagramm an.

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zufillig ausgewahlter Schiiler unordentlich und
wurde noch nicht vom Hausmeister ermahnt?

¢) Man trifft auf einen ordentlichen Schiiler. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wurde er
schon vom Hausmeister ermahnt?

3.3 Zufallsvariable, Erwartungswert und Standardabweichung

Aufgabe 71: Eine Klasse bietet bei der Weihnachtsfeier ein Gliicksspiel an. Hierbei wird
ein Wiirfel ein Mal geworfen. Falls eine 1 oder 3 geworfen wird, bekommt der Spieler 2 €
ausbezahlt. Bei einer 6 bekommt er 5 € ausbezahlt. Ansonsten bekommt er 1 € ausbezahlt.
Wie hoch sollte die Klasse den Eintrittspreis fiir das Spiel festlegen, sodass sie pro Spiel
durchschnittlich 0,50 € Gewinn macht?

3.4 Binomialverteilung

Aufgabe 72: Berechnen Sie die gesuchten Wahrscheinlichkeiten mithilfe der
Bernoulliformel.

a) Eine Maschine produziert mit einer Wahrscheinlichkeit von 78 % fehlerfreie Chips. Es
werden 17 Chips tiberpriift. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau 11 fehlerfrei?
b) Emir verwandelt einen Freiwurf mit einer Wahrscheinlichkeit von 80 %. Mit welcher

Wabhrscheinlichkeit verwandelt er von 15 Freiwtiirfen genau 13?

¢) Ein Gliicksrad hat 3 gleich groBe Felder mit den Farben gelb, griin und blau. Das
Gliicksrad wird 8 Mal gedreht. Mit welcher Wahrscheinlichkeit erscheint 3 Mal die Farbe
blau?
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